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وا الا 2 
جميع الحقوق بحفوظة للفاش, 
حفوق تاكية الآديية والفدية” حميعها متحفوظة تجامة 7 اكتوين 
ولا يجوز نشر أي جزء من هذا الكتاب أو نقله على أي نحوء سواء بالتصوير أو بالتسجيل أو خلاف ذلك إلا 
بموافقة الناشر خطياً ومقدماً. 


منشوران 
جامعة 7 أكتوبر 
الإدارة العامة للمكتبات والمطبوعات والنشر 
هاتف : 2627201 - 2627202 - 2627203- 2620648 
فاكس: 051/2627350 

ص.ب: 2478 - مصراته - الجماهيرية العهظمى 

الموقع الإلكتروني: 7817/7/.7011.6011.1(77 

البريد الإلكتروني: /إ1110)0(7011.6011.1 





تخصيص الرقم الرولي الموحر للكتاب من قبل : 
الوكالث اللببيث للترقيم الرولي اللوحر للكثاج 
دار الكتج الوطنيث - بنغاري - ليبيا 
هاتف ؛ 9097074 - 9096379 - 9090509 
بريد مصور: 9097073 
البريد الإلكتروني : 2امه.11هتصامط11(:2)6_ط226_[1 


إل بناتي الأعراء 


جلاء 





1-1: المتباينات لل ا ل ل ل و م ا 2 
2-1: الدوال امي انع ف و ا ا ود ا ا ا ا د ا اب 
الدوال الزوجية او ا و و لم 
الدوال الفردية 00 غ«ه2 
الدوال المتقطعة ا 0 


دالة الصحيح الأعظم 000000012121212 


استعمال التحويلات الخطية في رسم الدوال: الإزاحة الرأسية» 


الإزاحة الأفقية» التمديد والانضغاطء الانعكاس 001000 
الدوال القياسية والدوال الجبرية 000 
الدوال التركيبية 00 
الدوال العكسية ا 0 
دالة الدالة ا ا 


الباج الثاني : النهاياث واتصال الروالك ل د 
2- : مقدمة للنهايات و طب دما لووك بوص 3 نجي وه اد ماك دع 


النهايات التي تشمل المالانهاية 000 1 7ط 
2-: الدوال المستمرة ز [  [‏ |[ ز[ز ز[ز ز ز[ [ [ز[ [ ز[ 1 1 211ص 


الباج الثالث : المشئتقفتث ص5 
3- المماسات ومعدلات التغير دي ا ا ا ا 


3-: تعريف المشنقة 0008 0 0 000ظ1 
قابلية التفاضل 231500« 


القواعد الأساسية للتفاضل مانس امس 
أساليب التفاضل ا 0000 


الباب الرابع : مشئقاث الدوال المثلثيت حيتي 
4 نيايات لدان الفقفة 00000 
4 فاطيل اندو ا المكلضة ل 


الباب ألخامس : ألكرود القصوى للدوالك 000 
1-5: الحدود القصوى للدوال 0 *ظشه51 
2-5: مبرهنة القيمة المتوسطة 3ه 
3-5: اختبار المشتقة الأولى عسي عم شه 
4-5: اختبار المشتقة الثانية ا ا 
5-: رسم المنحنيات جه مت ا 2 302 
الخطوط التقاربية المائلة ا 


الباج السادسى : تطبيفاث علي التفاضل 0 
1-6: ت تطبيقات القيم القصوى احاح اح اح ل ساح ساح سل ساح ال سس ل 


2-6: تطبيقات اقتصادية واجتماعية وعلوم حياة 


3-6: تطبيقات في الديناميكا كال حا لات ا 0 
4-6: الانحناء ددس ع نه عه نع امه لوح ده عه ب نه د م م ح ينات د تدا ددس كدت 
5-6: التقريب ١‏ لخطي والتفاضالات مدق ةا 


6-6: طريقة نيوتن - رافسون 0 
تمارين عامة 0 


أجوبة التمارين العامة 0000000008 


التفاضل الضمني ا للك دي 
المغادلات البازامترية ا 


مسقل مي 


راعينا في هذا المخطوط ما يحتاج إليه طلاب الجامعات بكليات العلوم 
والتربية والهندسة والزراعة واحتياجات المعاهد العليا عند إعدادهم لدراسة 
فروع الرياضيات المختلفة والعلوم التطبيقية بصفة عامة ودعمنا الكتاب بعدد 
هائل من الأمثلة المحلولة المباشرة وغير المباشرة والمتدرجة تدرجا منطقيا 
ابتداء من المتباينات والدوال وصولا إلى المشتقة تعريفا وتطبيقا ثم القواعد 
الأساسية لحسبان التفاضل وتطبيقاته في رسم المنحنيات المعقدة وضمناه كثيرا 
من التطبيقات مثل تطبيقات القيم القصوىء» وتطبيقات اقتصادية واجتماعية 
وعلوم حياة وتطبيقات في الديناميكا والهندسة ثم تعرضنا للتقريب الخطي 
والتفاضلات وطريقة نيوتن - رافسون لإيجاد الحلول التقريبية للمعادلات. 

وكان هدفنا من هذا التدرج المنطقي هو بناء عقليات رياضاتية لا تجد 
صعوبة عند دراسة الفروع الأخرى للرياضيات البحتة والتطبيقية والمقررات 
الهندسية والفيزيائية أو الزراعية المتقدمة. 

إن احتواء المخطوط على كم كبير من الأمثلة المحلولة وحشد ضخم من 
التمارين وإلحاق المخطوط بمجموعة كبيرة من التمارين العامة وأجوبتها 
يمكن الدارس أن يثق بمستوى تحصيله واستيعابه. 

وفي الوقت الذي نتمنى من الله عز وجل أن نكون قد وفقنا فيما نرمي 
إليه من الاستجابة لطلبات الطلاب الأعزاء الراغبين في العلم والمعرفة ومن 
إثراء المكتبة العربية بكتب منهجية موضوعية ومرجيية بالغة العربية» فإننا 
نرحب بكل ملاحظة أو اقتراح أو نقد بناء من قارئ حريص على تصحيح 
الخطأء فجل من لا يسهوء والعلم أخذ وعطاء. 

والله ولي التوفيق»»»» 


المؤلف 
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كلمة إلى الطالب عن أهمية الحسبان: 

الحسبان هو من أهم العلوم التي ابتدعها العقل ألرياضياتي» فهو يجمع 
بين الأفكار التحليلية والأفكار الهندسية لتكوين أدوات قوية لحل مسائل هامة 
وتطوير مبادئ ذات طابع أساسي هام في الرياضيات. 

اخترع الحسبان في القرن السابع عشر لدراسة مسائل في علم الحركة. 
فقد كنا نستخدم الجبر وحساب المثلثات في دراسة الأجسام المتحركة بسرعات 
منتظمة في خط مستقيم أو دائرة» إلى أن أتى الحسبان ليتغلب إذا ما كانت 
السرعات متغيرة أو المسار غير منتظمء فالوصف الدقيق للحركة يحتاج تعريفات 
دقيقة للسرعة (معدل تغير الإزاحة بالنسبة للزمن) والعجلة (معدل تغير السرعة 
بالنسبة للزمن). ونحصل على هذه التعريفات باستعمال احد المبادئ الأساسية 
للحسبان ألا وهى المشتقة. 

وبالرغم من أن الحسبان قد نشا لحل مسائل في الفيزياء» إلا أنه قد أصبحت 
كثير من العلوم المختلفة تستخدم ما للحسبان من قوة ومقدرة على تطويعه 
لدراسة مختلف الظواهر. إن التطبيقات الحديثة في للحسبان تشمل دراسة 
معدلات النمو السكاني» معرفة مقدمة لمخارج التفاعلات الكيميائية» قياس 
التغيرات اللحظية في التيار الكهربي»ء وصف سلوك الجسيمات الذرية» استكشاف 
العوارض الجانبية للعلاج بالإشعاع» حسابات الإرباح والخسائر الاقتصادية؛ 
فحص نواتج تآكل طبقات الأوزونء وتحليل الذبذبات في المنظومات الميكانيكية؛ 
ودراسة الشبكات الكهربية. 

ويستعمل الحسبان أيضا في مسائل القيم القصوى مثل صناعة صندوق 
بأقل تكاليف ممكنة وبحجم معلوم» أو حساب أقصى مسافة يمكن أن بتحركها 
صاروخ:, والحصول على الحد الأقصى للانسياب الآمن للمرور على كبري 
طويلء. وتعيين عدد الابيار الواجب حفرها في حقل بترول للحصول على 
أعلى كفاءة إنتاجية» إيجاد موضع بين منبعي ضوء يكون عنده شدة الاستضاءة 
اكبر ما يمكن» الحصول على اكبر عائد لإنتاج معين. 


وفي الرياضيات غالبا ما نستخدم المشتقات لإيجاد المماسات للمنحنيات 
وتحليل بيان الدوال المعقدة. 

ويعرف الاشتقاق بعمليات نهايات» ولذلك فإن مصطلح النهاية هو الفكرة 
الأساسية التي تفصل الحسبان عن الرياضيات الأولية. هذا وقد اكتشف كل من 
السير إسحاق نيوتن (1642-1727) و ويليام جوتفريد ليبنز (1646-1716)» كل 
مستقلا عن الآخرء. الربط بين المشتقات والتكامل ويرجع لهما اختراع 
الحسبان. وقد أضاف الكثير من علماء الرياضيات إضافات عظيمة في 
السنوات 350 الأخيرة. 

والتطبيقات التي نوهنا إليها هنا لا تمثل إلا القليل من الكثير الذي سنتعرض 
إليه في هذا المخطوط. 

ولا نستطيع بطبيعة الحال مناقشة كل استخدامات الحسبان والكثير الذي 
يظهر مع التقدم التكنولوجي المتصارع. فمهما كان مجال اهتمامك» فسوف 
تجد أن الحسبان مستخدماء سواء في بحث رياضي بحت أو بحث تطبيقي. 

وقد تكتشف بنفسك تطبيقا جديدا لهذا الفرع من فروع المعرفة. 


د . أحمد محمد عبد المعال 
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البان الأول 
المتباينات والدوال 


بند 1-1: المتباينات 

إن جميع مبادئ الحسبان مبنية على خواص مجموعة الإعداد الحقيقية 7. 
هناك تناظر أحادي بين 2 وبين نقط واقعة على خط الإعداد ( خط الإعداد 
الحقيقية ) كما هو موضح في شكل (1) 





5 5 3 ا 1 
««ططل بالإعداد الحقيقية الموججة- ه»ه اعبت الإعداد الحقيقية الموجبة-©>ه 
١‏ 


شكل (1) 


شكل النقطة 0 نقطة الأصل وتناظر العدد 0 ( صفر )» وهو ليس موجباً ولا 
سالباً. ويسمى العدد الحقيقي المصاحب لنقطة على خط الأعدادء إحداثي 
النقطة. 

إذا كان 8 , 6 عددين حقيقيين فإن 6 < 2 ( 2 أكبر من 8 ) إذا كان 3-5 
موجباء وومائل ذلك بد >5( :8 أسكن مق :د ) وين قر ملاظ أن مايه دا 
وفقط إذا كانت النقطة 44 المناظرة للعدد 2 تقع إلى اليمين بالنسبة للنقطة 8 
المناظرة للعدد 5. ومن الرموز الأخرى المستخدمة مع المتباينات 6 > 2 
وتعني 6 > 8 أو 6 - 8 وكذلك © >6 >2 وتعني أن 8 > 8: © >6. 
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ولذلك نستطيع أن نكتب على سبيل التوضيح 2 <5.) 2->4-, 
0< *(3-). 0< 52. 
ومن السهل إثبات صحة ما يلي للأعداد الحقيقية 822 2». 
1) إذا كان 6 <2. » < 6 فإن ه <ه 
2 إذا كان 6 < 8. فإن 60+ 6< 260+ه 
3) إذا كان 6 < 8., فإن » - 1< 2-60 
4) إذا كان 6 < 8, »© موجباًء فإن 2< ع2 
5) إذا كان 6 < 8, » سالباًء فإن »6 > 20 
ويستطيع القارئ كتابة العلاقات المناظرة إذا ماكانت 6 > 2 ونرمز للقيمة 
المطلقة للعدد الحقيقي 2 بالرمز|2| ويمكن تعريفها على النحو التالي: 
2 -ام 
0 > 2,2 - 


وتعتبر |2| عن المسافة بين النقطة 6 وبين نقطة الأصل ©. ولذلك فإن 

















المسافة بين .لء 8 هي |28-8). أي أن» 5-/5/.» 3-/3-/. 0 - 0)إء 
1- 2 - |2/.-1|ء 1- ع د |ج + 1]. 
عندما نكتب (4)2/ تعني أن النقطة 4 احداثيتها هو 3 |2| يمثل بعد .4 عن 
نقطة الأصل. 
لبعد بين النقطتين (2 -)ار» (8)7 هو 

2-6 |- ورك 

-2-7 

-|-9/-9 


إن البعدين كىء 8 أو المسافة بين خرء 8 أي 6-ها هو عدد الوحدات بين 
حرظ. وكذلك |2 هو عدد الوحدات بين نقطة 4 ونقطة الأصل ©. وأهم 
خواص القيم المطلقة هيء بفرض (0 < 6)» 
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1) 5 > ه| إذا وفقط إذا كان 6 > 2 >6 - 
62 5 <|2| إذا وفقط إذا كان 8 < 8 أو 6-> 2 
3) 6 - 4) إذا وفقط إذا كان 6 -2 أو 8-- 2 
فعندما نكتب 3 >|2 
: 0-02 
تعريف : المتباينة في هي تعبير رياضي يحتوي على الأقل واحد من 
الرموز >. <., >. <», مثل 
بو -1< تير + ير 2, يرل < 1-جر3, 1>0-+22 >5- 
وعندما يقال» حل المتباينة يشبه نظيره في المعادلات. فكلمة حل المعادلة 
تعني إيجاد القيم الممكنة لجذور المعادلة» أما حل المتباينة يعنى ايجاد 
مجموعة قيم المجهول * التي تحقق المتباينة» وغالباً ما نستخدم الفنرات 





-3>3> 3 تعني‎ ٠ 





تعني 2 < 2 أو 25-2 


215 فنستعمل الترميز 1.....:) حيث يستخدم الفضاء الذي بعد 
الشارحة لوضنت القيواد غك المتغين >3. 


|6 >ع > :عا يقرأ قيم 6 بحيث 8 >2 ك 82 وتعني مجموعة جميع 
الأعداد الحقيقية الأكبر من أو تساوي 2 ولكنها أصغر من 6. 
وطريقة الترميز المكافئة لهذه المجموعة بأسلوب الفترات هي (2.,5] القوس 


] يستخدم عندما يوجد <» القوس [ لما > وإذا حذفت أو - نستعمل ) و(. 


فترة مغلقة ج|2,5]- 
فترة نصف مغلقة ج(2,5-]- 
فترة نصف مغلقة ج|[1,3-)- 
فترة مفتوحة ج (7,11)- 


5 > > 2:] 
5 > > 2-:) 
3 >1--:نيرا 


2:7 > 2> 1 


اسر؛ ‏ لسرا 
سود مد 
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وعموما (3,5) فترة مفتوحة» |3,5] فترة مغلقة» وكل من (3,5] و 
[2,5) فترات مغلقة. إذا كان أي من قء 6 هو 200+ يقال أن الفترة لانهائية 
(غير منتهية) أو تسمى شعاع مثل (2,©0]» (©,مه-) وهكذا. والجدول 
يوضح مختلف فترات الأعداد الحقيقية والترميز المناظر وبياناتها على خط 
الإحداثيات (خط الأعداد). 








الترميز التعريف بيان الفترة 
(2,6) |6 >ع > م:عا لملتصط خب 
[6.ة] |6 >ع > م:عا ا ا 6ك 
(6,ة] (ط>ع كه :عا لثمل 
[6ية) ( > >8:)! اعجبتتهو وهاه 
(©,ة) |2 <عر :عدا علج ل 
(©»,ة] عا تتا ابر 
(6,مه-) 2 >2 :عا وجح عبتتو 
[6,مه-) (6 >ع :را 05 299-73713100 
00 صسسسسيكدكفكفمتا ب بببمه-_يم 

0 (6 >عز > مه نعرا 














جدول (1) الفترات : النقطة المجوفة © > مفتوحة > ) أو ( 
النقطة المغلقة « - مغلقة - ] أو[ 
مثال (1) 
حل المتباينات الآتية ثم وضح بيان الحل . 
/ 3-16 85 11 38+12 
5 26 13 
5 ب #تة وو د) برك <14- غير 


14 














الحل 
21 -3 
5 





> 1 ) 


بالضرب في (5)» 
5>-3 
اطرح (3) 
2 >2- 
نسم على (2) 
2 >- 
اضرب في (1-) فتصبح علامة التباين» إذن 
2- << 
مجموعة الحل هي 2- <2 :اء هي الفترة (,2-) 
وبيان الحل هو شكل (2) 





كك للج 77 :00221221 تست 
شكل (2) 

38+21 5 

46 13 
إضرب في 26 

1< 62-4 
إطرح 4؛ 

62-7 
إقسم على 6 


15 


2 


7 
مجموعة الحل هي ميتي هي الفترة 6 


وبيان الحل هو شكل (3) 


شكل (3) 
- اديه 
2 

إضرب في 2 

2--10>4- 
إطرح 4 

2->:3- >14- 
إقسم على 3-» واعكس علامتى التابين 

0 

3 3 
وهذه تكافىء المتابينة 

2 14 

دح هن > حت 

3 3 
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مجموعة الحل هي |1 كع > 2 :أ أو هي القترة | 707 


وبيان الحل هو شكل (4) 


د( 5 < 14- 2بر 
إطرح 51 
14<0-ير5- دير 
حلل لعوامل الدرجة الأولى 
2<0+ع)(7-ع) 
نفحص بعد ذلك إشارتي العاملين 2-7 و 8+2 كما هو موضح في 
شكل (5) 





(7-ع«) + + بي 
(2جع) + + + جز + + + + + + + + + +م ات 


(7-)(2 ج+عر) 





إذن مجموعة الحل هي (7< 07 2 كير 5 أو هو اتحاد الفترتين 
(7,6) ب (2رمه-) 


مثال(2) 

حل المتباينة ووضح بيانها 
/ 41 2 3 
3 +ع 2+ 


25 0 21 
ب كتاكت 7 كه 
4 3-1 
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الحل 
) 
إطرح 


ع4 3 
1< 
3+ 32+22 
ع4 


4+3 





4 


3 41 


0 > 
3 +ع 2+ع 








وحد المقام 
(2+ع)4-ن +303 
)3 +ع)(2 +ير) 


برع - تيرك - 3+9 
)3 +ع)(2 +ير) 
5 9+ تبر4 - 
5 )3 +ع )20 +ير) 
اضرب في (1-) مع عكس إشارة التباين 
9-ير5 + تبر4 
(3+ع)(2+ع) 
حلل إلى عوامل الدرجة الأولى 
(9+ع1()4-ع) 
(2()2+3+ع) 
افحص إشارة كل عامل في البسط والمقام ( شكل 6) 


< 0 
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1 
١‏ لق لط شه لد نه 3 0 اد ا ل 10د 1 لس مل ا د ا ست 
ا ا 


2 0ك 
1" 2 | 
(2+ع). معدع عد جدود عدجعو++++وا)---- 
١‏ 
١‏ ا !| 1 3 
(21683بو شرن بط يوا عل لد ونه لاني رض لد لع لح د و 
١‏ 
ْ ]| ا 
سس 6 0ن 
(2-1()4+9) بك انرا لك انر الاي ان كه حل 
(3+ع (2+ع) 4 1222005 2-10 3 
شكل (6) 


يلاحظ أنه عند فحص إشارة عوامل المقام أخذنا في الاعتبار أن 2-ع# يرء 
3- عدير لذلك استعملنا النقط الجوفاء مع عوامل المقام رغم أن إشارة 
المتباين تحتوي أو - . 

بعد ذلك عملية ضرب أو قسمة 4 عوامل تكون موجبة عندما تكون كل العوامل 
الأربعة موجبة أو كلها سالبة أو اثنان موجبان واثنان سالبان . وتكون العملية 
سالبة لغير ذلك . 

إذن بحثنا أين يكون الكسر موجباً أو - صفر وبذلك نجد أن مجموعة الحل هيء 
0 و امع :ما 

وفترة الحل هي 


( , لإنا(2 , با 


2 
5 25 ع 
4 2-1 


بأخذ الجذر التربيعي مع الأخذ في الاعتبار أن» 
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نجد أن» 
2 21 
2 1-ير 

إذن 
5 26 5 
2 1-ير 2 

ويستحسن هنا تحويلها إلى متباينتان أنيتان» 
5 2132 5 213 
4 لشت سك لمكم 


5 ب حر 


1 5 
لمتباينة الأولى؛ بطرح 7 








2-1 
ونفحص إشارتي البسط والمقام مع حذف 2-1 . (شكل 7 ) 
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1 ب بل ع د د د يي دم - 


| 
22 لت‎ 
0 ٠ 


شكل (7) 


إذن فترة الحل هي (5,00] لا(1,مه-) 


(1-ع)5 +عر4 
(1-)2 
9-5 
2-1 
وفحص إشارتي البسط والمقام مع حذف , ( شكل 8 ) 





شكل (8) 


إنن فترة الحل هي (20,ا] لا(0,5/9-) 
والحل الذي يحقق المتباينتان الأولى والثانية آنيا هو تقاطع الحلين أي 
(©,1)لا[5/9,مه-)1)(م,كإل)(ا,ه-) 


21 





أي (»,كال[5/9,ص) 
وبذلك يمكن كتابة مجموعة الحلء 
(© >2 > 5 أو 5/9 >2 > مه :عر 


ويمكن: اقباط 'الحل بجيانيا :( شكل :19) برسة تتيدتن بداني المتبا تون 


المتباينة الأولى 





مثال (3) 
حل المتباينات 
أ- 1 >3-غز| ب- 4 < 3-5 
5 0م د- 2-2>0| 
و 4< يرة- تر 7 2-<1+ مما 


) 1 > 3-ع| 
إذن 12-21 
لح 

2 > 2> 4 
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مجموعة الحل |4 > > 2:2 أو هو الفترة (2,4) 


وبيانها شكل (9) 
5 4 3 2 1 0 1- 2- 3- 
شكل (9) 

ب( 4 < 3-4 
إذنء 4<4-غ3 أو4- > 4-هر3 
أضف 24 

8< أو 32>0 

8 


جعي أ 0 >ع 
3 
8 1 
متحوويهة الدن: 5 أو 0 > :عر 
: 8 
أو هي 0ك عنام دنم 
8 
وفترة الحل هي د الا[يه) 


وبيان الحل بشكل (10) 


3 2 -1 0 1 253 4 5 


شكل (10) 


ج) 0ه تر 


القيمة المطلقة موجبة دائماً مهما كانت 8 الحقيقية إذزن مجموعة الحل هي 1 
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د( 0> 2-2 
القيمة المطلقة لا يمكن أن تكون سالبة مهما كانت 2 الحقيقية إذن مجموعة 
الحل هي 6 ( المجموعة الخالية ) 
ها 4< ة- تو 
إذن 4د كبن ل وذ . حدة برح 
0<+4سيرد- تبر أو 4>0جيرة- غير 
جذري المعادلةه 0 -4-ر3- 5ك هما 
رأ16عد وذ دون 
2 
أما المعادلةه 4-0 +32 شير 
مميزها 7--2-40-9-16م 
وجذريها تخيليان لذلك فإن المقذاز 0 #2 سدهرة- 2 
يحمل دائماً إشارة 2 أي موجب دائماً ولذلك فإن المتباينة اليسرى ليس لها 
حل حقيقي بمعنى أم مجموعة حلها هي 0 . 
أما المتباينة اليمنى 4<0-:3- غير 
0 <(4-)(1+ع) 
فإن مجموعة الحل هي [4 <2 أو 1->2 :عر 
أو يكتب (1- كع :عا لا (4 <ع :عا 
أو الفترة (ه,4]لا[1-,مه-) 
والبيان في شكل (11) 


8 


تمارين (1-1) 








1) إختصر المقدار 

0 32-4 س(مارهم يما كه 
8 3-كلم) 2-430 «) كل 
0و © سه و3<م 

(ط) إمدة (ك) ‏ 7+جي*| و7-<يي 


2 حل المتباينة وأوجد مجموعة الحل على صورة فترة ومثله بيانيا 


() 1<2-هعر3ة ‏ (ب)1>ير- 4‏ (ج)7-بر28+5>3 


2 2-3 


3 (و) 6>0سير تير 





(د) 8<5+3- (ه)7> 


(ز) 60> 





نلكة , و () 3<0جبر4ه+ تم (ط) 0<وجعمة- تير 


(ك) 5<2-ع2- تير (ل) 17>4-ع4- 2م (م) 5 <(22+3) 




















2-2 +1 

ن) 4 >(3-1 2 4 > 
(ن) 32-1(>4)ء الاك ل 002707٠١‏ 
3) أوجد فترة حل المتباينة 
3 1 2 2 
0( 2 ب 3 

1+ 2-2 2-5 22+33 
(جا) 2> |3 +عرا (د( 23 |4 -عرا 
(ه) 5>4 +2 (و) 3-7<5 


25 


4) حل المتباينة الاتية : 








ا 1[رع7-2 1 8 1 
0 3-5 5 5 ب 00 

2 
(جه) 1< ع (0) 1|<3- سا 

4 1+ 
(ه) 111<0- شم (و) 10-ع + ته 
5) حل المتباينات 
() 2-2<23لن. +21 (ب) اج <|2-يا 
يجا 1+عر < 2-عر (د( 1+ > 2-ع 
(ه) 1++*< 2-ع (و) امم 
الم 

(ز) م التجلم حيث : (1) 0 < 22 . (11) 0 > [1]1. 





6) أطلقت قذيفة من سطح الأرض 
بسرعة 1 تميل على الأفقي بزاوية 0 . 
فتحركت على المسارء ( شكل 12) 
6 
0 0057 2112 
فكان أقصى ارتفاع لها هو 121 . 
أ) استعمل المتباينة 
8 > شكل (12) : تمرين 6 
لإيجاد العلاقة بين 17:17» © باعتبار ع عجلة الجاذبية مقداراً ثابتاً . 
ب) أوجد قيم 2 التي تكون القذيفة عندها على ارتفاع أكبر من 11/2 . 


- 0 طماع -< رو 
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7 حل المتباينات 








)4 2جيعر< كير (ب) 2+ع <لرا 
(ج) 2 <إد (0 2+جا<ع 
(ه) مدي ا لخم 
1د ده 6 4> هجوم 


8) إذا كانت 2» 5» © أعداد حقيقية موجبة » 0 < 6 < 8 < 0» أثبت أن 
مجموعة الحل للمتباينة © > |6 حير + هج ديرا 


هي الفترة» 


59 


مخطحه عقنة] 
2 2 


09 أثبت أن المقدار إه -| + || ثابت في الفترة [©,0] . 
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بند 2-1: الدوال 

من التعريفات الأساسية الهامة في الحسبان هو الدالة . فطالما درسنا تأثير 
تغير كمية معينة على كمية متغيرة أخرى . مثل تأثير تغيير سرعة الرياح 
على درجة حرارة الجو أو تأثير مقياس النبض على مقياس ضغط الدم وهكذا 
+دهذا إذا كانت الكمية الثافية تنشد فقلا على الكمية 7الأزلى ٠.‏ فإذا كان تفبين 
كمية ا يتبعه تغيير في كمية / فإننا نستطيع توظيف الكمية ا لإعطاء 
معلومات عن '[ 

ونقول أن “ر دالة في ا بمعنى أن ا تدل على / . 

تعريف : الدالة 

'دالة 4 من مجموعة 4 إلى مجموعة 8 هي نناظر يعين» لكل عنصر لآ 
في المجموعة 4ر؛ عنضرا وحيدا لز في المجموعة 8". 





شكل (13) 


العنصر / في 8 هو قيمة 1 عند ءا ويرمز له (4)3 "ير 6م " أ 
'دالة ". المجموعة 4 هي نطاق الدالة والمجموعة 18 هي النطاق المساعد 
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للدالة # » أما مدى م2 فهو المجموعة الجزئية» من النطاق المساعد 8» التي 
تتكون من القيم الممكنة للدالة (2)1/ المناظرة لقيم»د في ل . 

أحيانا ما نضف: الدوال برسم كالموضح في شكل (13): حيث مثلنا المجمؤعتين 
4 »: 8 بنقط داخل منطقتين في المستوى. 

أما الأقواس المنحنية فتوضح أن العناصر ((2)3 ٠ 2)52( ٠‏ ( )1 
و(4ة)4 في 8 تناظر العناصر دء 2ء 23 و بلدا على الترتيب في 
4 . يجب أن نتذكر دائماً أن لكل عنصر* في 4 عنصر واحد فقط يناظره 
(1)2 في 8 . قد يحدث أن عنصرين مختلفين في 4 مثل ,نا لهما 
نفس قيمة الدالة ل - ( )4 - (1)3 » في 8 . 

تعريف : الدالة الأحادية 

نقول أن 1 دالة أحادية أو 'واحد - لواحد" إذا كان (17[)# + ()# طالما 


ع وعد يد.. 
الدالة الموضحة في شكل (13) ليست أحادية؛ لأن ( )2 - (2)3 بينما 


الدالة الأحادية تعين كل عنصر 2 في 4 عنصراً وحيداً («)4 في 8 
والعكس كل عنصر (1)3 في /[ يناظره عنصراً وحيداً 8 في 4 . 

عادة ما نعرف دالةم بكتابة تعبير جبري أو قاعدة لإيجاد (:)4 مثل 
2+3 -(2)2 أء 2 -2 تل -(*)2 . أو نقول أن ()1 هي 
ضعف مربع « أء ()# هي الجذر التربيع للفرق بين العدد 5 و 8ز. 
وهكذا. 

فمثلاً : إذا أعطينا 2 -/+ > ()2 » ونعلم أن يفترض أن يكون مجموعة 
العناصر الحقيقية التي تحقق شرط البقاء على ()4 حقيقية» إذن 
0 < 2-2 تعطي 2 < 2 ونستنتج أن النطاق هنا هو الفترة (2,60]» فإذا 
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رمزنا لنطاق (7)2 بالرمزم 2 [2 “اه متعتمهط)ء فإن (2,6] - م12 . 
ويجب تذكر أن إذا كان كا تنتمي إلى م10 ( أيْ م1 >2 ) نقول أن 47 
معرئفة عند 2 أو أن (4)3 موجودة . 

إذا كانت © هي مجموعة جزئية من النطاق فلابد أن م4 معرفة على © 
فمثلاً في حالة 2-2/. -()/ » (2,6] - م82 فإن 2 معرفة في 
(2,6]-4 وفي (2,5) - ىه أء (مس,4)- 50 وهكذا لأن كل من 
إدكء رثى مجموعتان جزئيتان من 4 . 

أما مصطلح +4 غير معرفة عند 2 فيعني أن ا ليست في نطاق ‏ 2[ أء 
م ([آ ©:. 

فيزقاذ تعندمنا 1ك يو 1ل -(1)0 وهو عدد غير حقيقي ونقول أن (12)1 





مثال (1) 
إذا كانت 0ك 120 
2+1 
ب) أوجد (6 -)72 » (2)2 » (3+ع)# » (1-غ)1 
الحل 


أ) لإيجاد م(1؛ يجب أن تكون (1)2 عدد حقيقي معرف وهذا يحدث فقط 
إذا كاق+ المقدال :تحت" الجر موجيا أو يساوي حش والمقاد الأتساري ضفل 
أي 0 عج 1+#»#ر. 0 <ير -3 
3 <ير - 


1- عير 3>ع 
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إذن إ[قيا<) لازاه -)2مرم 


وى 23ل اكللتد روم 


-6+1 75 5 





1 3-2 
ات -(1)2 
3 2+1 أ 
عد ايه , (8+3)-3ل. ع اي 
0 2+1 
( يلاحظ أن ملاح . م(1[ع3+ع 
تؤدي إلى أن 3-م1ع2 
أي [40-)لا(4ف-,مه -) - زوبيىم م 


أيْ أن نطاق هذه الدالة» (3 +)7 » هي جميع الأعداد الحقيقية السالبة ماعدا 
4 -د-يرء قد نكتبهاء [4 -7-1 ) 
مككض [احماءة 00 
1 2-1+1 
( ونطاق هذه الدالة هو 
1+ م10 ا )م ما 
[1.4) نالا -) - زبيمط ) 


تعريف : خارج قسمة الفرق 011011621 © 01111226 
إذا كانت / دالة معلومة فإن خارج قسمَة“ الفرّق يعركف 
فق نهر 
عد)م حرم بع)1 
م هام -ل(فحه) 
1 
وسوف نرمز له بالترميز (4)3 لأنه سيكون دالة في كل من ا و 1 . 
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مثال (2) 
أوجد خارج قسمة الفرق (72)31 للدوال الآتية في أبسط صورة . 





مد د نم1 ب) 6 + شر - )1 ج) 00-2 
الحل 
/ > لششا ‏ بيرم 
يو كر ديه + 3 
11 
اسك 


زط جاع 1 رت 17 +يعر) 1 


7 7 
6 دم +ععر2 - 
(طعها-ع 1 | 
)1 حاف 5 د طلخم - (طيد)/ 
اح .كما 


برط + تر (ط جعر ام - 


( نلاحظ أنه في (ب) استعملنا أنه إذا كان () 6 +() 8 -()4 فإنء 
()م +(مع)ة -(طع)/ على القارئ إثبات ذلك ). 

إذا كانت # دالة معلومة فمن الممكن استخدام الرسم لتوضيح التغيير في قيمة 
الدالة كلما تغيرت 2 خلال م(1. 
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وبيان الدالة # بنطاق م (1 هو بيان المعادلة (4)7 -/ز لقيم د في (1. 
ويقصد بالبيان مجموعة النقط ((:)4 ,ا)ء حيث م12 > . والعكس إذا 
كانت نقطة مثل (7)4,5 تقع على البيان فإن الإحداثي بر أيْ 6 هو قيمة 
الدالة (4)2 . وشكل (14) يصور بيان 4 ويوضح النطاق والمدى (عادة 
نرمز لمدى الدالة 8 بالرمز م1 " 011 183286 ') . في هذا الشكل يتضح 
أن م(1ء م8 فترتان مغلقتان . في أمثلة أخرى قد يكونا مفتوحتان أو لا 
نهائيتان أو غير ذلك من مجموعات الأعداد الحقيقية . 





شكل (14) 


فإذا اعتبرنا الدالة 2 -غ/+ -()/ كمثالء نجد أن 2 -غ/+ م 

٠‏ (,2]-م2 ولإيجاد م8 نجد أن نز موجبة دائما كذلك بكتابة 
و3 دج نجد أنه لآ يوجد قود أحخرى غلى: 3 

لذلك فإن '/ز حقيقية موجبةء (,0] - م41 وشكل (15) يوضح منطقة 
وجود بيان الدالة . شكل (16) يوضح البيان» (1 اع : 
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وحيث أن (4)3 تظل معرفة في أية نطاق جزئ 5 من م (1 فإننا نستطيع 


بيان الدوال 
(5 >2 >3:*!- بأاعع 2 2-2/.-2)ة1 
و [2,3,4,5,6!- وقاعع   .‏ 2-2زل.-(عاظم 
و (©,5]- واعع 2 2-علددل2)م 
والأشكال 217 18» 19 تبين (1 )ع١(‏ 5 )مع: (18 )ع وقد 








شكل (19) : (81)14 


ويمكن كتابة بيانات الدوال السابقة على الصورة: 
|2 <,2 ديرك حبر : قرود)! - م ) 
1 1 005000 
((6,2) (3لدرك) 1 2ل+,كه),(2,0(.)3,1) -(5) 
دم , دودر :زرو -رق)ت 
وعموماً بما أنه يوجد قيمة واحدة فقط (4)3/ لكل 2 في النطاق فإنه يوجد 
نقطة واحدة فقط (2 )97 لها إحدائي -2 يساوي 2 . 
من ثم كل خط رأسي يقطع المنحنى (4 )87 في نقطة واحدة فقط وتبعاً لذلك 
فإن (87)4 لا يمكن أن يكون صورة مثل دائرة أو قطع مخروطي ناقص أو 
زايد حيث من الممكن أن يقطع الخط الرأسي مثل هذه المنحنيات في أكثر من 
ومن الجدير التأكيد عليه أن تقاطع البيان (17)14م مع محور ر 
(كامءعمه مز -:) هي جذور المعادلة 0 -(1)7 . 
وهذه الجذور تسمى أصفار الدالة م . بينما تقاطع (2 )7ع مع المحور نو 
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هو (4)0 » وحيد القيمة إن وجد. كذلك قد يكون للدالة أصفاراً أو قد لا يكون 
إذا كان (2 )97 لا يقطع المحور كر . 

بعض الدوال تعطي بيانات فيها بعض من التمائل . مثل تمائل (7 )27 
بالنسبة لخط معين أو نقطة معينة . من بين هذه الداول ما يلي : 

1) الدوال الزوجية 112161025 جاع 

الدالة الزوجية 4 تحقق الشرط ()4 -( -)2 لكل فا في النطاق م(1 
وبذلك يكون (2 )27 متماثلاً بالنسبة لمحور ل . 


1[ 1 1 
ومن الدوال الزوجية» 1 شيو توزين اللشيوي 4 0 4 : 





2605 غ17 2560 )| حيث ...0,1,2 حت لداع أي دالة حقيقية. 
وشكل (19) يوضح بيان الدالة الزوجية عموماً وبعض دوال الزوجية 


معروقة. 
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2- الدوال الفردية 1111211025 000 

الدالة الفردية تحقق الشرط ()# - -( -)م لكل #ز في نطاقها 
م2 وبذلك يكون (()7 )7 متماثلا بالنسبة لنقطة الأصل . 
ومن الدوال الفردية 4276 ثبو (بر 000 سبد ) ال خا ه66 ع[ لذىء 


٠005 ©06‏ 19812 0011© وشكل ( 20 ) يصور بيان الدالة الفردية بصفة 
عاحة بؤنباناك يمظن الال الفردية المعز و ف 

ويجب تذكر أن معظم الدوال المستخدمة في الحسبان ليست زوجية ولا فردية؛ 
ولكن أي دالة يمكن تقسيمها إلى مجموع دالتين أحدهما زوجية والأخرى 
فردية. كذلك يجب تذكر الخواص التالية للدوال الزوجية والدوال الزوجية. 
فإذا كانت ()250 دالة زوجية» ()00 دالة فردية فإن؛ 

) ارط . لد)واط هي دالة زوجية . 


جم يح 


) (00,082 . ()002 هي دلة زوجية . 
( ) 18 . (00)2 هي دالة فردية . 
يض يله 
(«)اضط (2)يله 


درا | حدٍ 


دوال زوجية . 


)8 و (:<) ,00 دوال فردية . 


0 00 )ا /101 
0 [رر)رص] ء 0010[ زر)رس] . 9" [(:)00] دوال زوجية. 


ل )0م] دالة فردية. 





لسلا 
م 


2 


ل 


وعلى ذلك فالدوال الاتية زوجية: 51م شير 2 المزو نر ء 2 
4+1 


: 1 ©9566 : 
ملك ا ٠‏ “(بدومم)ء كم 2 / - قرأء لماذا ؟ 
4 7 





1 + غير 1 ]0 4ه 


2 


: ل موا لماذا ؟ 
5 5111 2 


والدوال الآتية فردية: :2ه ©غزء 
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إل 605 ل 


2 
37/2 02 0 ا 
5 2 








اا مماحيهر ل جصمدل 8 








شكل (20) 
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1 
أما الدالة عد - ()م والدالة 2ه > ()4 » ....,1,2 -21 فهي ليست 


زوجية ولا فردية . ويوضح بيانها شكل (21) 





شكل (21) 


الدوال المتقطعة 12©)1025ا1 7216687156 


تعرف الدوال المعطاة بأكثر من تعبير جبري بالدوال المتقطعة حيث يعطى 
شكل التعبير الجبري الممثل لها في كل فترة جزئية من نطاقها بشكل مختلف. 


مثال (3) 
وضح بيان الدالة المعرفة على النحو التالي 
15١ >00‏ :ع3 
2 >2 >0 هو ضر ! - )1 
5 1 
لكي القعلا فى المد: + 
الحل ( انظر شكل 22 ) 
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ويتضح من الرسم أن (©,مه -) - م12 2 (4,مه -) دمر 
فعندما 0 > تكون 2+3 - :)1 وبيان #4 هو جزء من المستقيم 





شكل (22) 


3+ حبر كما بشكل (222). الدائرة المفتوحة توضح أن النقطة (0,3) 
ليست على البيان. 

وعندما 2 >2 > 0 تكون شير - )1 وبيان 4 هو جزء من القطع 
المكافئ 

بر مو والنقطة (2,4) ليست من البيان . 

وآخيرا عننها يز تكون جفيع القيم 'هى: 1ذاساء. والبيان هو جز من 
مستقيم أفقي يسمى نصف مستقيم بنقطة نهاية (2,1) ويلاحظ في هذا المثال 
أن # هي دالة بيانها يتكون من عدة قطع غير متصلة . 

دالة الصحيح الأعظم 31 1111651 )01215 

دالة الصحيح الأعظم تعرف على النحوء [3] - (4)1 حيث [غ:] هو أكبر 
عي صيديخ أسكذن من أن يسدازق فلن[ اننا 18 تقس يعني مون فاق 
هي أول عدد صحيح إلى يسار ,ا أو منطبق عليها . فمثلاًء 
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-[0.5] » 1-[8.31] . 3-إ411| . 0 -[ 5م] 
جه -[3-] 2 4 -[ق 3 ] . 3--إ[كل.| . 1--[0.5]- 
1 -[لاصتو|] 2 م 2 داق 2 واهكذا. + 


وشكل (23) توضح بيانياً مواضع *اء [] لكل القيم السابقة على خط 
الأعداد الحقيقية. 


ا 1 


--_38 





شكل (23) 
أما شكل (24) فهو يوضح بيان الدالة || - ()4 . 
وقد استعنا بالجدول الآتي: 


[] قيم 2 


2- 1->2 > 2- 
51 0 >< >1- 
1 >2 >0 
2 >2 >1 
3 >2 >2 
4 > ع >3 
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فكلما كانت بين عددين صحيحين متتاليين» فإن الجزء المناظر من بيان 
الدالة يكون قطعة من مستقيم أفقي ويمكن تلخيص تعريف [] على النحو 
لأجل 2+1 >2 > م تكون م -[ع] ». حيث 1 عدد صحيح موجب أو 
دالت 

والعكس إذا كانت 7 > [:] فإن 2+1 >2 >2 فإذا كانت 2 [] 
مثلاء يتبع ذلك أن 3 >2 > 2 . 





شكل (24 ) 
مثال (4) 
حل المعادلة ‏ 1--[2 - 0 ] 
الحل 
2-1 ]| 
إذن 50 0ك 
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أضف 1 لكل طرف» 


1>1+يعر2- بر >0 


1 > “(2-1>) > 0 
1 حم ) 3 0< “احير 
1 >1-ينا فو 0 <1-عرا 
1 >2-1 >1- فو كع 
.٠. 0‏ الجواب هو (0,2) ©عر 
مثال (5): 
حل المتباينة؛ 3 >1>][1- 
الحل 
3 >1>][1- 
ولأث | أعداد صحيحة» 2- || : 


(2,3إلا(1,0-]اعع ... 


استعمال التحويلات الخطية في رسم المنحنيات 
1505 112121 01 156 

إذا كنا نعلم بيان (3) -7ز يصبح من السهل توضيح بيانات الدوال الناشئة 
عن تحويلات خطية للدالة (3)# مثل الإزاحة والتمدد والانضغاط أو الانكماش. 
أولاً : الإزاحة غ511 

أ- الإزاحة الرأسية : 1)5نط5 7»1)102[1؟ 

إضافة أو طرح مقدار ثابت موجب » لقيمة الدالة (4)1 يسبب إزاحة رأسية. 
فالإضافة © تزيح بيان الدالة 8# لأعلى مسافة © من الوحدات» وطرح © 
يزيح المنحنى لأسفل كما هو مبين في شكل (23) 
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الإزاحة الرأسية 0 < 0 





شكل (23) 


ب- الإزاحة الأفقية 1)5نطك 11011201621 

البيانان ((»© +)2 )موء ((-)7 )7م هما إزاحتين أفقيتان لمنحنى 
العلاقة (1)# -ل إلى اليسار مسافة © والى اليمين مسافة © على الترتيب» 
كما هو واضح في الشكل (24) 





ثانياً : التمديد والانضغاط 0121:2551012© 212201 1ع]ع:501 
أ- التمديد والانضغاط الرأسي 

0 32011211 لاعاع نود لدعاع17 
إذا ضربنا كل قيمة للدالة (4)1 في مقدار ثابت © للحصول على 
(«)/ه مر نكون قد حصلنا على تمديد رأسي إذا كانت 1<© وانضغاط 
رأسي لما 1 >2 >0 كما في شكلي (25)»: (26) . 


تمدد ا ي 0<1 انضغاط رأسي 1 > © > 0 





شكل (25) شكل (26) 


ب- التمديد والانلضغاط الأفقي 31 1ع اع51 1101170221 
البيانان 2 أت ٠‏ ((2)0 )7ع هما تمديد وانضغاط أفقيان بنسبة © 
6 


على الترتيب كما هو واضح في شكلي (27) ٠»‏ (28) المنحنى الذي معادلته 
1 ديو 0<1© والمنحنى الذي معادلته (ده)1 مز يمثل انضغاطة 


0 
أفقي» 0<1ع .كما هو واضح في شكلي (2)27 (2)28 حيث اتخذنا المنحنى 
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انضغاط أفقي بمعامل © 


نكل (27) شكل (28) 


(4)9 -بره- تير -برء وتمديده بمقدار 2ك - |[ دير في شكل 
(27) أما في شكل (28) اتخذنا 2-3 - © -(8)/ حمر وانضغاطتها بمقدار 
2- » وحصلنا على 4-3 - 422 -()م -مر. وذلك على سبيل المثال. 
ثالثاً :الانعكاس 105)ء»12»/1 

بياناً المعادلتين )1 -موء (ن) - مر هما انعكاس أحدهما بالآخر عبر 
المحور ‏ . شكل (29) وبياناً المعادلتين («)م -برء («)/ - دير هما 
انعكاس أحدهما للأخر عبر المحور /زء شكل (30) . 





انعكاس في ١‏ 


شكل (29) شكل (30) 
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كثيرات الحدود 111110101 201520:0121 
يقال لذالة 2 إنها كثير حدود إذا كانت على الصورة 

مه يديع +... + اثيرر_ره + ارج -(1)20 
حيث 20 2( 41 2( 42 و 6 مك أعداد حقيقية » (1 »© 11-1 » ... أعداد 
موجبة صحيحة » وإذا كان 0 عد ,2 » فإن #2 كثير حدود من الدرجة 2 


وفيما يلي بعض أشكال كثيرات الحدود الخاصة » 0 2 2 » 


مقدار ثابت ودرجتها صفر » 10-0 
دالة خطية » درجتها 1 » تجعع - )1 
دالة تربيعية » درجتها 2 » ه جعرط + تيرج - :)1 
دالة تكعينية » درجتها 3 » ل جين + برط + ترج - زر )1 
دالة من الدرجة الرابعة » ع +عرل + فيزن + تيرم + ثيرم - )1 
وهكذا . 


وشكل الدالة التي درجتها صفرء أي دالة المقدار الثابت هو مستقيم يوازي المحور 
لاء معادلته © - (3» ويكون أعلى أو أسفل المحور ‏ على حسب كون 0 < 2 
أء 0 >2 على الترتيب أما 0 -/ فهو المحور 5 نفسه. شكل (31) 


100000 





دالة الدرجة الأولى 3+6 -()2/ يكون بيانها هو المستقيم 2+6 - نر 
ميله © ويقطع من محور انر جزء طوله 6 . ( شكل32) 


0< ٍِ 
مجعة - )1 2>0 000 





الدالة الخطية » وميل المستقيم 0 < 2 الدالة الخطية » وميل المستقيم 0 > 2 











شكل (32) 


دالة الدرجة الثانية» التربيعية © +6 + 0ج - (2)3 يكون بيانها هو القطع 
المكافئ © +يرط + “يرج -مو . ويمكن كتابتها على الصورة 
0 
ح شير يل شير زه دو 


3 3 
ا 
ساسج ل | لل لي |ج ح 
43 22 
وهي نفس الدالة 2 -/ز الموضحة في شكل (19-ب) ولكن أزاحت أفقياً 
2 
22 43 
ونلاحظ أن رأس القطع 2 -خز هي نقطة الأصل ٠‏ أما رأس هذا القطع فهو 
2 
النقطط 3 5 
42 28 
شكل (33-أ) يوضح الشكل العام للدالة التربيعية لما 0 < 2: شكل (33-ب) 


0 
لما 0 > 3 حيث حدث انعكاس للدالة حول المحور 0 
3 
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محدور القطع 














شكل (33) 


كذلك الشكل العام للدالة التكعيبية مشابه للدالة © فيكون على الصورة 
الموضحة في شكل (34- أ) إذاك كانت 0 < 2 » على الصورة الموضحة 
في شكل ( 34- ب) عندما 0 > 2. 


0 جين + لبرط + قرع دير 


ردير 0< 0 >2 ل جعل + توم + قرع دير 
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الدالة القياسية والدالة الجبرية 
0 4151121 210 1111111011 162010121 

الدالة القياسية هي خارج قسمة دالتي كثير حدود. وسوف نتعرض فيما بعد 
لفحص بيانات كثيرات الحدود والدوال القياسية باستعمال طرق الحسبان. أما 
الدالة الجبرية فهي دالة يمكن التعبير عنها على شكل مجموع أو فرق أو جداء 
أو مقسوم أو أسس قياسية لكثيرات حدود . فمثلا 
3 تير 


:61 + كير + ثير 


- جبرلة - ثر < )1 هي دالة جبرية 


-(2)م دالة قياسية » 


(2)3-7 
عد + تدء 
جميع الدوال الأسية » والمثلثية واللوغاريتمية » وأية دالة ليست جبرية تسمى 
دوال ذكية 132566120162121 » وسوف نرجىء دراستها إلى ما بعد دراسة 
طرق الحسبان . 
الدوال التركيبية 11111110115 ©0516 0017© 
عادة ما نستخدم في الحساب دوال تركيب من دوال بسيطة بعمل تجميعه 
معقدة من دوال البسط بطرق عديدة مستخدمين العمليات الحسابية والتركيب. 
فإذا كان 4 وم دالتين» نستطيع تعريف المجموع م +2 والفرق 4-8 
والجداء 18 والمقسوم 2/858 على النحو التالي : 
(داع +ن-)/ - مازع +2) 

(ساع -(ه)”م زع -م) 

ل - )زع ) 


9 


نطاقي م و © أي الأعداد 


0 
نطاق +2 أو 2-8 أو ©14 هو تقاطع 
المشتركة من كل من النطاقين فنكتب . 
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و10]م( - وبم ا 
11م( - وما 


يو 11م د يدا 
أما نطاق 2/8 يتكون تقاطع نطاقي #2 و © ماعدا الأعداد التي تجعل 
0 -20ا)ع ء أئ 0 (عد)ع , 11م -ع/1 ما 
أو نكتب » [0 -080)ع :ا ي١امط‏ دع /1 دما 


مثال (5): 
إذا كان . عر - 2/. -()4 . 28-6 -()ع 


أوجد مجموع.ء والفرق» وجداءء وخارج قسمة 47 وا 8 مع وصف النطاق في 





كل حالة . 
الححكٌ 
(2 > :*! -(0< 182:2 م12 
[6,2-) دم[ 
1 -18[1 عع :أ يآ 
[2,>-) - ي11]م 12 
[2,ه-ا)عع , 24-6 دير - 2ل -(ر)(ع +ع ) 
[2,ه-ا)عع , 6+عر2 -ير - 2ل - زو)(ع -م) 
[2,©ه»-ا)عع , (22-6)ع - 2ل. رع )© ) 
-2[1,ه-)ععر ديو 7 
(نا-[مس)ءء , كحي -وم كا 
ولكن 03م 
درت انها 
[2,>-)ععر 
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نستطيع أيضاً تركيب دالتين لتكوين دالة جديدة بعملية تركيبية أي بإيجاد دالة 
لناتج الدالة © . أي دالة للدالة. 
أو العكس. ونستعمل لذلك الترميز 108 و 04م وتقرأ (2 دائرة ى) 
و( دائرة + ) على الترتيب. حيث الدالة 108 تعرف على النحو, 
الدالة التركيبية 108 لكل من 72 و بم تعرف بالآاتي: 
((ساع)/ - هزعم ) 
ونطاق 108 : هو جميع قيم 6 من نطاق 4 التي تجعل (8)3 في نطاق 7 
إ,طء لماع :ما - يوط 
مثال (6): 
إذاكان 22-3 -(2)م . ( - آلا - )ع 
فأوجد 106 (0 غ٠‏ 04> (6 » مع ذكر نطاق كل منهما . 
الحل 
8 (9)م) - وزيم ) 
(«-1/ام - 
3+ ل( -1ل) - 
وشياح ]اع 
6 0ت 
إذا أخذنا في الاعتبار النتيجة النهائية :ر- 2 -»ء قد نعتقد أن نطاق 108 هو 
لأن بر-2 - معرفة لجميع قيم ا الحقيقية» ولكن هذا خطأ. ولكن من 
تعريف يم (1 هو قيم ؟ في ,(1 التي تحقق شرط (2)2 تنتمي إلى م (1. 
أي قيم كد في [0,1-) التي تجعل ()4 فتنتمي إلى * . حيث أن (:8)3 
حقيقية لجميع قيم »د في [0,1-) ينتج أن» 
[1, -) - وم 2 
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والنطاق هق جميع قيم في 19 التى تحبل (17)20 تنتمن إلى [6:1-) وعندما 
نقول ()# تنتمي إلى [0,1-) نعني 3- 5ك تقع في [0,1-) أي 
رخات ذت ف 
0 
4 > نر 
7 
[2,2-]عع 
إذن » 
[2,2-] - “مقر 
وهو يختلف عن كل من 1 - م82 ٠‏ [1,»-) - ,10 


مثال (7): 

إذا كان © 1/9 -/ ء > + 2/. دع 

أوجد نطاق الدالة 109 

الحل 

(0< دودمم إذن (9< مدعا د مط 
أي (8>3|:ع! -مط إذن [3,3-] م2 
(2<0 +2:غ!1-م2 إذن (,2 -] - و12 
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لإيجاد » .م10 نبحث عن قيم .ا في ,17 التي تجعل ()8 في نطاق / 


: أي أن 
[3,3-] ع + 2ل. 
ولكن > + 2/ موجباً دائماً . 
[0,3] عع + 2ل/ء 
[0,9] عع +2 
[2,7-]ءع 
وجميع هذه الفترة تقع في ,10 ٠»‏ إذن 
[2,7 حاء و1 
يجب ملاحظة أن » 


((عساع) -(د)زوم ) 


(2+1 0 تِ 
عر +2)-©9 
5 


إن نطاق الدالة عا -7//د هو [6,7ه 6 أما نطاق عد - 7/. - ل )( و5 ) 


يختلف عن ذلك فهو [2,7 -]. 


مثال (8): 
إذا كان 
6 - تير - زر)1 عدا )ع 
6ع درام . 16- يرا - ندا 
أ) قارن بين نطاق الدالة 168 ونطاق الدالة 8 . 
ب) قارن بين نطاق الدالة 04ج ونطاق الدالة (18)3 . 
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الحصل 
1( دم2 .2 (0,6]| يط 2 درط 
نطاق 18 هو قيم # في (0,6] التي تجعل + في نطاق / أ في 
. وحيث أن /. دائماً في ؟1 
(0,6] - يم 
نجد أنه على الرغم من أ 
16- عدلم) -(دل)1 -(و)ع)؟ -وم)(وم) 
6ع - (عر)(ء5 ) 
أيْ أن التعبير الجبري لكل من (2:)(ع5 ) ٠»‏ («أط هو 2-16 إلا أن 
ون لا ع رلل. 
ب( (0-)ر اع - ل« )زممع) 
[16- دام - 
6 بل - 
() - 
ولكن نطاق ()15 هو قيم 2 التي تجعل 
12-60 
4< 
(©,4]لا[هى,ه -) دي[ 
ونطاق 204 هو قيم كا في نطاق / ( في 7 ) التي تجعل (4)1 في 
(0,6] أي (ه,0]ء 16- تر 
0 <2-16ع 


4 
(4,6] لا[4-,مه -) ح 10 
أيْ أنه تصادف أن بو( تمويطا على خلاف الفترة (أ) حيث كان و10 ع ون 10 
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مثال (9): 

إذا كان 1+ مر د نم1 أ 1ح-خيي "حزرا)ع أ ود :؛ 
0( 0)( 108 َ( ؛ وز م 

(ب) )0 مع ) 201 م 

الحل 


0( ((عاع) -(ه)زوم ) 


0 
1 +1 


1+1-ي - 


بما أن د في 7 ( نطاق © ) فإن ()يم في 1 ( نطاق 7 ) ونطاق 
8 هو 
1 يه 
(ب) بالمثل 
(()2 )ع - (د)(مم2) 
1 707 


1-[1+ نير 
اه 
4 


عمو ما ١‏ 
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الدوال العكسية 11111010125 125156 
الدالة المحايدة 1085]عضنة 8119م106 هي دالة ()7 لها خاصية أن 
-()7 لجميع قيم 6 في ,10 ويقع بيانها على المستقيم » نر ففي 
المثال السابق (مثال9 ) كان كل من 108 ٠‏ 01© دوال محايدة . 
وعلى العموم إذا كان الدالة التركيبية لدالتين 4 ٠‏ ع أي 109 ٠‏ 501 هي 
دالة محايدة فإن 1 تكردا اونا أ 1م معكرين 1 
1 معكوس 8 . أونكتب 
1- 

() 7 دع 

1م -م 
وكذلك 

اك 
<< -(2)” 509 
2 -(2) 141 


وتمتاز الدالة العكسية ()+ + للدالة (3)م بالخواص التالية : 

1- إذا كانت النقطة (3,6) تقع على (()7 )27 فإن النقطة (3,5) تقع 
على [ )اع . 

2- يتبع (1) أن بيانى ()4 و (*)! 7 متماثلان بالنسبة للمستقيم ا -ب[ 
أيْ أن بياني الدالة ومعكوسها هما انعكاس أحدهما للأخر عبر المستقيم 
2-1 . شكل (35). 

3- أيضاً بما أن وقوع النقطة (/ ,) على بيان 2 يستلزم وقوع النقطة 
(:1) على بيان ()! 7 فإن : 

أ- («) 1م تأتي من (*)م باستبدال كاء نو . 
ب- أن نطاق 1 .م2 هو مدى 27 ء ,_ج وكذلك م1 هو , 72. 
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مثال (10): 

أوجد نطاق الدالة عر - 4/. -(3) ومداها . 

م اروك )!2 مح كن نطفها ووهح'نانهاامع يان :الذالة المحايدة 
في رسمة واحدة . 


الحل 


أما المدى » فحيث أن الجر موجنب الما فان 2 


لإيجاد (:)! / » نكتب 
ع« - هل دير جير -4ول. - )1 
ولاجل 0 ٠‏ استبدل 2 » /[ وأوجد /ز صريحة 
بر - 4 - ثور جدير -4ل, حير 
شر -4 ديو ج 
تر -4 د )1م ا 


وبما أن 0 دمي 


احم 
(0,6]عع 4 د )2 
وشكل (36) يوضح بيان ا 
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( الدالة المحايدة ) 





الدالة العكسية 





شكل (35) شكل (36) 


إذا تقاطع بياني الدالتين م . 1+ فإن نقطة التقاطع لابد وأن تقع على بيان 
الدالة المحايدة عر نو . 
فإذا كان الأحدائي ؟ لنقطة التقاطع هو 8 -2 » فإن » 
ه-(0) 21 -(1)2 
أيْ أن قيمة ع عند نقطة التقاطع هي حل لأيْ من 
المعادلتين عد )2 أ عد )1ك 


وتساوي قيمة [. 


مثال (11): 
إذا كانت 4 >2 > 0 , ©ير-16-(2)2 أوجد : 
)1 م موضحاً نطاقها. أوجد نقطة تقاطع (2)/ ٠»‏ (*)1! + إن وجدت. 
الحل 
4 > >0 , 16-2 )1 
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(0,4] م 
[0,16) -< مر 
استبدل عد ب نر ء (1)3 نب عر 
ضر -16 دير 
:د - 2/16 دير جدير -16- فر 
16> >0 , ع - 6 اك - )1م 
لايجاد نقطة التقاطع » نضع 
عد 120 
بع تبر-6] 
0 -16سير بغر 
7 
2 0 
1- 65ل 
9 
65-1 5-1مل. 
2000 


( القيمة السالبة خارج م7 ) 





00 3 
وهي تقع في النطاقين م(1 ٠‏ م(1 


دالة الدالة «م1اع ص1 تتعطامصة 01 دمتاعسنا؟ عاتومم مره 
إذا كان # و © دالتين بحيث » 
(عاع دسو (م)7 دير 
إذن بالتعويض عن 17 في (4)11 -/ر يؤدي إلى 
(0)ع)/ دير 
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ولبعض مسائل الحسبان قد يحتاج الأمر لعكس هذا الإجراءء أي يعطي 
(«)ط در بحيث تكون (5)ط هي الشكل التركيبي من (<)4 بر » 
(«)ع دن بحيث ((8)«2)/ -(5)ط . 
فكلا إذا كانت : [اعرد+ دق دير فإنه .يفن 'المفقن:' تدويتها إل دالة 
تركيبية كأن نفرض » 26-1 + 3:5 - نا ونجعل "لا مز - (ا)ع 
أي أن ء (:«)(سامع) دمر 

أ. ((«)ساع دير 
وبالمل: 

02 حتي, 1 +ير5ك تر دن - [1جيرة- م دق 


تالح درل, 4- ردن - 4- ترا دير 
0 2-2 -ن1 - ا 
ان 2(7-ع) 
و <الشمتيل كداللة تراكيية لين وهيذا ا | هك الى ““[جيرة- ت) دير 
فإنه من الممكن اتخاذ 
ديو “برو ت) دن 
أء تالح درل, “1 جيرى- ت) 


وهكذا . 


دلق 


4 
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1) »4-3-يرزل.- )1 كد )ع أوجد 
٠ 1003( . 28( . 17)4(‏ (4جع)1 
٠. 1)5(‏ (0)م ‏ .ء (3.01)عي . (2.99)ج . 


2 إذا كان 2» 5 عددين حقيقيين أوجد في أبسط صورة (1)8 2 (ه<-ا)1 2 


لاد (جم)م : )م عزوم (قة حزة عم 
علماً بأن 0 5 : 
دوم ب) «0-3-2)/ 


ج) عازة + ه)- ث - نم)1 د( 3 +ع - تير - )1 
ه) 3-7 + 22 - )1 و) 1)20-5-2 
ثم أوجد قيم النواتج من (أ) إلى (و) عندما 2 -2 » 6-3 . 


3) أوجد نطاق الدالة 4 [م(1) ونطاقها م1 . 











1خجي 2+1 
( 4 - ذير 0 1 - 2+132-5ه6 - 
3-:27ل/ء ا : 4-3/_ 
02 1 ط| 4- غير 06 
ه) (3+هع|- )1 و( 1+ 2 - - )7 
كدوم ع خلسم 


04 





ط) إدا جع -()م محا 











1+ع 
ختيدوم لم لدوم 


4) عين ما إذا كانت الدالة 4 زوجية أو فردية أو ليست فردية أو زوجية . 
مه 2+ تمرك - ع)م ب عد لا )1 


ج)م) ‏ (2+غها-1)2 د [دة- قده) - )1 
ه) [ة- تره) - )1 و) 2+3 25/.- )1 








ز) :21 + ترك - تير 120 ح( (اجع)ء - نم1 
ط/ لدت و1 ك) 1 205 00 
00-6 2 


ل) +اءه25 +322 )م م) ا صها +ع /. - (1)«0 


م الم دهم م اع دهم 


5) ارسم بيان الدالة 2# وأذكر النطاق م(1 والمدى مك1 


1<ع2 .و دير 2<1 و 4بير- 


1->ير 2+ قدت د ”7 هيو 
4 1 >| : 0 ب)1 >عر > 2- : 0 


2 
كير 3 عير ,3-9 
0 ل ل ' ١‏ 


[د جع 3 -ع 
2 


ه) إعا-ءع د نم1 و 2 + عر نم1 
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س) إعاه - نع ش) [«2] )1 
ف إقه ]كان ندا * ب 000 
ع ]دهم فم 2خإم]- وم 


6) ارسم على نفس مستوى الاحدثيات بياني الدالة 4# لقيم © المذكورة 
أماعها نستكهها القنائك و الخ انه الأفقيةوالز انحجةو الحمدية و الاتسشاط:. 
في كل مرة أذكر النطاق والمدى . 

م 3-,0,1 ده : ع جلها )1 
ب) 0,2,3 ده و أ حيرا د رع)1 
ج) 0,3,2 ده وى +2 لءة -(1)8 


د) 3--,01-هم : عس ضر -ول/.- )1 
1 


ه) 2-,0,1 0-2 : © -خ ل+2 ح- 69 

و)ه 2-,60-0,1 : 0 -ع)2- )1 
ز) تى1ر0ده : (2م-4اأى د )1 
ح) 0,1,2 -0 : 9 +ع) )1 
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ط) 0,4,3 -ه : 73+3 م)- )1 

ي)" ١‏ المتلعلاك ةم 4 عند از 0 - (1)2 
ك) 0113م 4: عمجع2- تع د ع)1 
ل) !دده  :‏ ع ++ (1-»عم)- )1 


7] شكل ( 37) يوضح بيان دالة #2 نطاقها إرسم بيان المعادلة المعطاة . 
كرر نفس المسألة على بيان الدالة التي نطاقها الموضح في شكل (38) . 
أولا: 


) بيان الدالة 1 


-2 -1/1 2 3 4 5 6 7 
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5 +«لء. - )ع 2-/. -()1 
2+ل. - راع - 3ل - :)1 
3-/. - (يراع 25 120 
6+ ترا - راع عد - 3ل - )1 
0-7 2ل 
--0) دوم 
3 >2 > 20 -(10)ع 2-8 -(1)2 
زهمكة< ك 1رلدا -(0د)ع «|- 4ل - ند)1 
لعا -0)ع ء: [ادلا - )7 
ددا 0ع ,)سال - وم 
خا دوي و 
ديرت 

© إذاكان 9- تراد - )1 0 -0د)ع 
أوجد القيم الموجودة فمايأتي : 
(كا ع (كايم . (كا(ع5ه) ٠‏ (2()5مع) 
٠ 2(‏ (2)مء (3)(ع©) ٠.‏ (2(3مع) 
٠ )8/()4(‏ (2)(عمع)ء (6/(()5)مع) 


0) أوجد الدالة العكسية للدالة # وأذكر نطاقها . 


1) 2+ ./:-3 


2 2< , *(2-»ي) +3 )1 
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1<ع ,3-2 -(1)2 . 0 زوم 
:1 


3+4-::/. -(1)2 . 0-دير كدت 0 


7 1[جيرك 0 


11) أوجد الشكل التركيبي للمعادلة » ( أي داع دهس,(ن)1 ديق ).2 


0 بدة- 2) دير 2 ا 





2 : ديول اء 1+ ثول- 3 دير 
(5-ع) 

11+ 2 - قروم كر) دير 2 لوعو دق 
3 عوجرل 


ا 


2) إذا كانت 1-1+ تيرا - ()2 أوجد قيمة تقريبية للمقدار (0.0001)/ . 
ولكي تتفادى النتيجة الصفرية ضع المعادلة على الصورة 
كك 
1 +1+ تيزل 


)17 تم اتبت أن13- 5.0010 2 (71)0.0001 . 
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الباب الثاني 
النهايات واتصال الدوال 


بند 1-2: مقدمة للنهايات 
عادة ما نحتاج في الحسبان وتطبيقاته لإيجاد قيمة دالة (8)1 عندما 
تكون 1 قريبة من عدد معلوم 3 وليس بالضرورة يساوى 2 . فإذا كان 
المطلوب هو (2)0.998/ أء (2)1.001/ فنحن إذن نريد حساب (1)32 
بالقرب من 2-1 وليس (4)1 . فقد تكون (4)1 غير معرفة. مثال ذلك لو أن 
دو 
احم 
نجد أن (4)1 غير معرفة 
108 : 
ما 222 (2)0.998 أي 999-(1)0.998 
0202 : 
| 2.001 
02021 
وكلما اقتربت 2 من أكثر زاد مقدار ()1 » فنجد 
1 -(7201.00001 و 2.0001 -(1)01.0001 
وهكذا أما (4)1 نفسها تصل إلى مالانهاية أي غير معرفة . 


2 - رم نجد أنء بالقرب من 2 -كرء 
21-7 


1)1.999999(-1.333332000 ٠ 0000000 
1)2.00000( - 1.333334667 : 1)2.00002( - 0 


-(70.001 أي 2.001 -(10.001 





واتهذفا مخال اخر مل 
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بينما > -(2)2 أن غير معرفة. 


اه 


وضح مما سبق أنه كلما اقتربت 4 من 2 اقتربت (1)ة من العدد 


- 1333333333 ولكن لا يمكن التأكد من ذلك لأننا مجرد حسبنا قيم 


نيذه التشحة وعنا فكال: السبط لفقا لعوالتك على لقف لفل 
(2-) 2 
لتتبد - )1 
(30-2 

وطالما أن 0 + 2 -2». ولأن ا قريبة من 2 ولا تساوي 2 نستطيع حذف 


العامل )2 )0 لتصبح» 


وبيان # هو إذا القطع المكافئ 2 -ترر محذوفاً من النقطة (2,4/3) كما 


3 

3 

ويتضح من هندسة الشكل أنه كلما 

اقتربت 6 من 4)(:2 تقترب من 

1 4 

وعموما إذا كافق 177 ١‏ ؤالة امتعروقة علق 

فترة مفتوحة» 2 ينتمي إلى هذه الفترة 

بحيث» 

1) كلما اقتربت ا من 2 ( وتظل 2 23 ) شكل (39) 
فإن ()4 تقترب من عدد حقيقي .1 . 
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2 وأنه من الممكن جعل قيمة الدالة (4)1 قريبة من .1 بتمدد كافي وذلك 
باختيار قريبة بقدر كاف من 2 ( لكن 2 32 ). 
فإننا عندئذ يمكننا استعمال الترميز 
1 -1)20 سنا 
2 
وتقرأ " 1 15, 2 وعطاعة10مم32 2 385 , (1)3 01 ختمطنا ع1" " 
أو " نهاية(1)7 عندما تقترب 1 من 2 هي 1 " 
وقد نكتب اج )1 كلما 2 ج ير 
وذلك يعني على بيان (72)3 أن النقطة (()4 ,) تقترب من النقطة 
(3,1) كلما اقتربت غز من 2 . 
ففي المثالين السابقين نكتب 
5 أجبيع 4 2 تير 
قيمة غير معرفة ‏ ----111 2 » 5 ا 
1 ]| اجير 3 31-6 رجي 
يلاحظ إننا عرفنا النهاية باستعمال جمل 'تقترب من" و 'تؤول إلى" بالبداهة؛ 
ولعي حرو ا ا يد 0 0 
أحياناً نعرف أن ()2م 3 تقترب من عدد معين كلما اقتربت ا من 2 ولكننا 
لا نعرف هذا العددء عندئذ نستعمل التعبيرء (2)3 111[ موجودة ويجب 


6-0 
الانتباه إلى أن حساب؛ (4)35 جز[ ء يجب افتراض إن 2 عد دائماء أي أن 


2-2 
قيمة الدالة (42 خارجة عن الموضوع فليس بالضرورة أن تكون 
(3)* «وزؤ[ مساوية (72)2 وإن حدث أحياناً . فمثلاً إذا كانت» 





جع 
1د 1 مع 
1-غ -100 
2-1 3 








1- 
فإن (1)2 ونا - ذا 


(1-ع) 0 
2-(1+غ)وسنز[ - 


آجعر 
بينما 3 -(10 
في حالة التعبيرات الجبرية البسيط» نجد أن إيجادء (4)3 1111 هو أمر بسيط . 


2 7 

فيفل" أخذفينا 1)2-3+1 
3 -1+(3)4 -(35+1) وسنزز - )1 جنا 

4 4ج 
لأننا إذا اتخذنا قيمة 8 قريبة جدا من 4 مثل > +4 - يراء © عدد موجب 
قريب جداً من صفر_ فإن 1+( +304 - (ع +1)4 

+133 - ش 

باتخاذ > أصغر فأصغر حتى تصبح تقريباً صفر فإن 13 -(0 +2)4/ » في 
هذه المسألةء (7)4 -(1):2 «ررزا 

مجع 


وببساطة يكون» 
ودود 4 نك وسنود نوا ٠‏ +اوطو زد فور يونا 
4جع 4جعر 
0-[1+ 2 مل » 4 - ذ +ع /د و11[ 
ا [آجعر 
إن بعض الدوال الخاصة التي يتحقق فيها تساوي (2)/ ٠‏ (<)4 2]ذآ 
2 


تسمى دوال مستمرة أو متصلة وسنعود إليها فيما بعدء عندئذ نحسب النهاية 


(4)5 مز[ بالتعويض عن 2 -2ر . 
جع 


14 








ولكن في دوال أخرى لا نستطيع استعمال التعويض المباشر السالف الذكر فمثلاً 
(2+ع)(1-ع) عر 6 

(1[جع) آحير 
وبما أن 261 »ء فإن 0 8-16 ومن المسموح به حذف العامل المشترك 
بين البسط والمقام (1-:) وينتج عن ذلك أن بياني المعادلتين 


0 2 +2 - نز مماثلان لبعضهما . 
عار 


ماعدا عند 2-1 لأن النقطة (1,3) تقع على بيان المعادلة 2 +2 -نر ولا 


1 2632 2 عدعد تت 


تقع على بيان الدالة 
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بما أن التعويض المباشر يعطي 
0 2جيرك- 28 00 
35 5 - جلا 
0م 572-72-6 2جير 
8-2 ليست في نطاق الدالة أي أن 2 ع ير.0 عد 2 -2 إذن النهاية 


.ىل 





لصو 
13-غه2ر_ لاحعت(ة م _ / 
3 52-3 0 (2()52+3-ع) _- 
9-غخ: 





3- :زه 
يعطي 2 9 -] ليست في نطاق الدالة» 
أيْ 0 ع 9-ير, إذن» 
( ضربنا في المرافق ) 
(3+د/)!و-ع) ان 
[3+ل.أ[ة -عدلا وه 3-/1 وجير 
(3جعدل)(و-ع) 





0 - 
(9و-ع) وجع 

6 -3+ 9ل - 3+ /د ووز[ - 
وجععر 


6 























٠ 51160 ٠ 5111 3‏ 
٠ 1110 > /‏ > 1110 » 
2 0مجير 2 مجير 
باختيار قيم ل 2 مناسبة وحساب- (1)1 
الخنل 
قو مدان لندالة له د زر)م 
.2 
لقيم ا القريبة من 0؛ 
0/1 مله <- ب 3 
222#2*3) 001 
3 [000- 
22228) 00001- 
1 0 
8 هظ) 000001-+ 
73 0001 
73 001+ 





نلاحظ أن التعويض المباشر 0 -] يعطي © - د 01 001 


(جير 


الموضح أعلاه يعطي قيم تقريبية للدالة اك -()م بالقرب من 0 -يرء 
.2 


حيث 2 عدد حقيقي أو هو التقدير الدائري للزاوية ا ويتضح مباشرة من 
الجدول أنه يمكننا تخمين قيمة النهاية؛ 


5111 
-1 





111 


نجي 


1) نكون جدول للدالة حمظ ورم بالقرب من 6-1 
ير 
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(1[حعد)اعه1 -1)20 1 
09+) 027 
06++11)')( 058 
0434514 029 

1 1 
19 )0 1.1 
66 ش>ش+)0 102 
0+ه2<) 13 





نجد أنه لما 1.001 >2 > 0.999 تكون 0.43451 > (2)/ > 0.43408 
ونستطيع التخمين بأن» ‏ 0.4343 -(4)5 0]ذآ 


آجعر 


)0.43408 0.43451(/2( 


1 


© مرعه1 





لاحظ أيضاً أن» 0.4343 ِ وسنثبت فيما بعد في هذا الكتاب 
أن» 

1 ع م108 . 

1] - 


رع 2-1 اجيم 
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النهاية من جانب واحد 221)5نا 51060 - 026 
عند حساب ()4 جوز[ فإننا نجعل 5 تقترب من 3 بقدر كاف فإذا كانت 
وت 
أكبر من 2 وبدأنا ننقص منها حتى تقترب من 3 » نقول أننا نحسب 
النهاية من الجهة اليمنى حيث 2 <2 » ونكتب 
لا ونا 


تصبح قريبة من 3 فنكتب النهاية على الصورة 
)2 دزا 


وجير 





شكل (41) 


ولحساب النهاية من اليمين يجب أن تكون 42 معرفة على الأقل في فترة 
مفتوحة (©,3) حيث © عدد حقيقي» ولحساب النهاية من اليسار يجب أن 
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تكون 42 معرفة في فترة (©,2) لعدد حقيقي © . الترميز 3 ج22 يقرأ 


55 
تقترب من اليسار من 2 ٠»‏ 2 ج+-2 يقرا ء ا تقترب من اليمين من 3 . 
ويكون للنهاية ()4 :1 وجود فقط إذا كان » 


(5]؛ ونا -ط -لع)؟ نا 


وج 


رايد (1)2 00 
2222 
أما إذا كان » 
م1 -(1)2 سنا , با - (2)؛ حصنا 
+ هجر 
2 
وكان ما ع2 نا أ أيْ من نا أ ما غير موجودة فإن النهاية 130 00 
22 


تكون غير موجودة 
كما في شكل (42) الذي يوضح حالات تكون فيها النهاية الأخيرة غير موجودة 


وا-ادانسنا . بلدلتانسةا 
1 يآ 
)( 





مثال(3): 
إذا كانت 4 -/+ - (42)3 » خطط بيان 4 وأوجد ما أمكن 


)2 زا ب) (14)2 سنا 

5 4 
ع) (ا يفا قم 
الحنطل 


تخطيط (1 )87 واضح في شكل (43) 


أ) إذا كان 4 < يز » فإن 0 < 4-غر 
ومن ثم 4-:ل. )1 هي عدد 
حقيقي أي أن ()14 معرفة ومن ثم 
0 -4-4/. - 4 -عن/ر وو ز] 


4جعر 





شكل (43) 


ب إذا كانت 4 > » فإن 0 > 4-ع ومن ثم 4 -رل. - )1 ليست 
عددا حقيقيا وبالتالي فإن » (غير موجودة (1)1 1[ ). 
4ج 


ج) وبذلك (4)3 جز[ غير موجودة لأن ()1 غير معرفة على فترة 
4ج 
تحتوي 4» أي فترة تحتوي على أعداد حقيقية أقل من 4 وأخرى أكبر من 
4. 


د) (4)4 تحسب من التعبير الجبري مباشرة 0 - .١/4-4‏ -(1)4 
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مثال(4): 


إذا كانت حُ - ()م . خطط (2 )7ع وأوجد 


0 
ما أمكن ذلك » أ) () ذا ب) (2)؟ ومن ج) )2 ونا 


0جير مجيعر 
0مجعر 


الحصل 

(1 اع موضح في شكل (44) الدالة غير 
معرفة عند 6-0 حيث © -(0)/ 

أ) عندما 0 > عد ء فإن ع- ح ا 


1- - 2 - زع)1 2 
ابه 
إذن » 1- - (7)2 دزا 


مجع 


ب) عندما 0 < 2 فإن عر ح إل 





إذن 





ج) بما أن النهاية من اليمين والنهاية من اليسار غير متساويتين » ينتج أن 


ووو كر 
ا مجير 0مجيعر 
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مثال (5): 

خطلظ نناق :لذ اله 6 
2 >8 2ه عد + 2 
2 -خ : 0 - )1 
2 :6 ير4-تبر3 

ثم أوجد . (1)2 ومن[ ٠‏ ()1 وسرزا ٠‏ )1 مدصنا 


حت 58 
2ج 2ج 


الفندةا 

البيان (2 )87 مخطط في شكل (45) 

أ) 4 -(« + 2) وسنا - (د) حصنا 
رج - 


2ج 


جنر 





2( جع 


شكل (45) 


ج) من (أ)» ( ب) نجد أن النهايتين اليمنى واليسرى متساويتان 
وينتج أن : 4 - ( )1 جمزا 


دمجع 
لاحظ أن قيمة الدالة عند 2 -#زء أيْ 10 -(4)2 » ليس لها أي دخل في 
حساب النهاية. 
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1) (2+3) روزا 3 3 نذا 
3 جع 2ج 4ج 
4 الصسناة  )5‏ 100صصئ 2-1()6ج) سنا 
6جير جع (اح)اجير 
1 
1+ 200 
7 (1-) رز 8 1[ 9 1 
( ا فل ا ا 
]+2 
٠. [1 10‏ 
١‏ 21-1 8 


في التمارين من (11) إلى (24) استعمل الاختصارات الجبرية للمساعدة على 


إيجاد النهاية إن كانت موجودة 





7 0 1 
ع حجح- ننخ[1 
[اجعرم4 ع نز ديو 
2 
2-1 ] . 
13 ككحححكح كح : زور 
22+57 [إجم 
تر - “زر جير 1 
5( كلكا | 
11 مجو 
3 
2-16 
17 1 
( 2 +ع لقال 
ا 
3ج ل بير بير . 
9( 0لا 
2+1 [-جير 
2 
3-م2 لم ١‏ 
21 د 1112 
22+72 جم 


54 











و مير 0 
2( | 
3-غ 3ج 

6 ثم 
14 1110 
( حر 4جزر 
ر_- 3 +ع ١‏ 
16( ع | 
11 مجو 

27- 4 

0 18 
2 2-8 ١ 

3 
00 2-3 + 2و6 212 55 
3-3 3ج 

7و 
02) 11 
9 -7 وبوجير 

















8- 3" 2-5 
111 24 00 
4- غير 2جير ( 5 +107 تج كوج 
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في التمارين (25) - (35) أوجد النهايات الآتية إن وجدت : 











01 0ا/ سئز ‏ ب) (»)/ سنا ج) )2 سنا 
ا . 0 5 
6 3-هم 0 , 0-0 -1)20 
77 8--- 2ج ,ا >« - 8جيرل.- )1 
8) 0-هاى, -10/ 
29) 8د<م , 2 * - )1 
0) 0 35ب 7 120 
 82-1.5 )31‏ , إعا+ء - :)1 
032) 2-2 : إعا+ء - )1 
5 د 
63) 2-1 : 000 
1 
34) 2-1 : ار 120 





في التمارين من (36) إلى (45) استخدام بيان الدالة ‏ وأوجد الموجود من 
النهايات الآتية » نهاية (14)1 عندما: 


- +4 - + 
م جعي 2 دوجير 2 3جير 2 (جير . (0)جير ا ء 


0 جع 


7 36 
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في التمارين من (46) إلى (52) إرسم (87)17 وأوجد النهايات الآتية إن 


وجدث . 
)4 سنا 
جر 


0-1 6 


ب) )1 دنا ج) (1)2 سنا 
ب 23 
23 


1. -1,2>1 
4-2-1 


7) 1,22-,1- 8 , 1 >2 ,1- تير 


,2-1 )8 


0 2-1 49 


, 2-1 0 


, 2-1 )1 


,5< 2 


3- 2<[1 


1 2,5> 1 


4- 2 2<1 


3-1,2> 1 


3 ,5<[1 


1١- 
15 
ل‎ 





0 


ا 

كك 

2-20 

15-16 8-2 
2+1 





عندما 1,3-,2 -< 2 
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في التمارين من (53) إلى (60) استعين بجدول مناسب لإيجاد قيمة النهاية 











وأثبت ما يلي : 
03 2.72 سم *أزير + 1) وروز[ 
0مجعر 
4 403.4 ع * 3( 2 + 1) وروز[ 
0مجعر 
55 89 7ت و11 
لل 2جععر 
واو ار 
6) 6- | تت وروز[ 
2 مجير 
7 39 ع 1 
ل [جير 
8) 1 > “لاإ سنا 
مجير 
(2/م) 

]59ح - ووز 
ل [جير 

00 236 ع مها 


111 
عا 26005 2جبوير 
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بند 2 - 2 تعريف النهاية غ11:ئ! 01 6102)نص1ء12 
تقترب من 3 والذي رمزنا له » 
ا <- نز ونا 


2 
بأن نرفع نر أن تبقى قريبة جداً من .1 بجعل قيم 2 قريبة من 2 . 
فإذا كان © هي عدد موجب حقيقي صغير يكفى لأن تكون 
جع > و >ع ل 
أي > لل حير 
فإننا نقول أن /[ لها سماحية © عند .1 . ومن ثمء القول أن 7 لها سماحية 
1 عند .1 يعني 0.01 > |1 -2ز|؛ أي أن على بعد أقل من 0.01 عن .1 . 
بالمئل لنعتبر عدد حقيقي موجب صغير 5 يعطي سماحية 0 عند 2 » 
دير .أ 2 لها 8 سماحية عند 8 » إذا كان 
6 >]2-6| >0 
أ 8ه *ع , 2+8 >ي > 2-8 
فإذا كان لأي عدد > 0 يوجد عدد 6 > 0 بحيث إذا كان لكر سماحية 
فإن 7[ يكون لها سماحية © عند 1 فإن » 
باحر متنا 


2-2 
ولتقريب المفهوم ٠‏ إذا كان لجميع قيم ا في الفترة ( 0.999,1001 ) تكون 
'ر في الفترة (2.9998,3.0002) أي 8 لها سماحية 0.001 عند 1 » و ل 
لها سماحية 0.0002 عند 3 فإننا مقول أن 
3ح اا 
أآجمعر 
كما كنا نخمن قيمة النهاية باستعمال الجدول في البند (1-2) 
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وثم فإن 77-1 1117 يعنى أنه لكل 0 <© » يوجد 0 < 6 بحيث إذا كان 
2-2 
56 > 2-8| >0 فإن > لآ حيرا 


تعريف النهاية 
' إذا كانت انز معرفة على فترة مفتوحة تحتوي على 2 » ماعدا أحياناً عند 
2 نفسها » وكان .1 عدد حقيقي . فإن الجملة » 
ادحل )1 سنا 
2 
تعنى أنه لكل 0 <» ٠‏ يوجد 0 < 56 بحيث إذا كان 6 > |2 -زا > 0 فإن 


ع> ل[ -لع)م " 
وتسمى المتباينة 6 > 2 -<ّ| > 20 السماحية 6 والمتباينة > |1 - (2:)/ | 
السماحية © . 


ويمكن كتابة المتباينتين بدون استعمال القيم المطلقة على النحو : 
8 “دع , 2+8 >< > 3-8 لسماحية 6 
ء جر[ > (1)0 كح سرل للسماحية © 


وشكل (46) يمثل المتباينتان على خطى أعداد . كما يمكننا صياغة تعريف 
النهاية السابق بطريقة أخرى كما يلي : 
1-(1)5 160[ تعنى أنه لكل 0 <ع » يوجد 0 < 6 بحيث إذا ا تقع في 


2 
الفترة ( 65 + 8,2 - 3)» 2 عد ع فإن (2)1 تقع في الفترة ( ج+ر1,ح -ر1)" 
وإذا كان للدالة ()2 نهاية عندما تقترب هر من » فإن هذه النهاية وحيدة. 


91 


65> 2-ع:| >0 


(أ) سماحية [ 


شكل (46) 





مثال(6): أثبت باستعمال التعريف الرسمي للنهاية أن 


القحدا 
نفرض أن 3-5 -(4)3 0 اء 2-4 


7 -(35)حصنا 


4ج 


1-74 وَ تخاول :أذنات 


أنه لأي عدد 0 <» ١يمكن‏ ايجاد 0 < 56 بحيث إذا كان 5 > |4 -2:| > 0 


فأنع> |7-(3-5) 





» على النحو التالي : 
1 
1 
6 


2 





)32-5(-7 
3-2 
3)-4( 

31-4 


ع 
3 


02 


إذن باختيار - > 8 نحصل على ؛ 
5 > 4-ع >0 
> |4 -ع| > 0 


ع > بك -ع|3 > 0 
ع> 3-12 > 0 
ع > |7-(5-غ3)| > 0 
هذه المتباينات المتكافئة تحقق المطلوب وأكملت البرهان. 





مثال(7): 
اثبت أن 27 - أ رمز[ 
2ج 

الاق 
نفرض أن 0 بك 2 

2 ل ئ 

> ]22 ديرج + )زه يي 

ع2 2 درق + ئ أه-عا 

6 


سا ااا كك حسم 
2 +عج + ئّ 0 


6 
ا 0 
5 |2 ]| > 
الكن :220+ باخ نات 6 ببيكون 
23 
68> ه-ع| >0 
(ه - ا ووز[ 


3 


03 


لنفرض الحالة 0 < 2» و 
© )م م -] ومن ثم أي 
0< علينا أن نجد 0< 6 


بحيث ' إذا ا في الفترة 





(0-8,2+8) ع + 1/3 1/3 
و 2 عكر فإن “كر في الفترة 68+ 2-8 
إء و ع ٌ 
شكل (47) 
بفحص شكل (47).؛ رسمنا الخطان الأفقيان ‏ +2 -/ز اللذان يقطعان بيان 


المعادلة أير يو 
3 3 
في نقطتين إحداثياتهما الأفقيان» » هما ح +23/ه .» --23/+ . النقطة 
( ©دءد) على المنحنى بين هذين الخطين الأفقيين إذا كانت + تقع في الفترة 
3 3 

المفتوحة زء+امل , >-3هله 2 
إذا ما اخترنا 6 عدد موجب أصغر من كل من » 

3 3 
ودع دول ., عسأولق -2 مع بقاء 0<ع-أهق .كما هو في 
الشكل (47) . إذن عندما يكون ل 8 سماحية © عند 3 » تكون النقطة 
ديد واقعة بين الخطين الأفقيين ‏ +2 دير » أي يكون للدالة *كر 
ماخية” 6 ند 87 
هذا البحث الهندسي يثبت أنه "إذا كان 2 في الفترة (8 +-2-8,2)» 
ه د عد فإن 3 في الفترة ل 4ه , عدوا" ويمكن تكرار نفس الفحص 
عندما 0 > 8 وبذلك ثبت المطلوب » 3ه ح تير وورز1 


وت 


044 





مثال(8): اثبت باستخدام التعريف أن 























1- سر 
(دحهد 111 
3-1 آجير 
الحل 
3 ا 0 اام 
0<»ع , ع>ل1-نه)م 
2 
000 ا جح 
1-غ 
2+1 تبر 
1-غ 
2 
> ل 
1-خ 
ع> |1 ديرا 


إذن بأخذ 0( <»ع . ع- 6 يكون 
5 >1 :| > 0 جع> |2 -(2)8 | 


إذن 
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تمارين 2-2 


اثبت باستعمال التعريف الرسمي أن النهايات الآتية صحيحة أو باستعمال الرسم. 


1 2 - نآ 
2ج 
62 15- - (32 -) روز[ 
ذجع 
6 5-(2+3)روز[ 
آجعر 
4 7-(5-3) روز[ 
2ج 
5( 4 - 4 بجنن[ 
5ذجع 


6) لكل + » © حقيقيتان © ع © 11121 


2 3 


7 +ع -(6 +2) ووز[ لكل الأعداد الحقيقة 2 » 6 » © . 


0 “32-2 ووز[ 
2ج 
60 كمع :1 ووز[ 
جعي 
0) هل ح عاد مووز[ 
جع 
ل ا 2د نا 
3ج 


2 


4 


لكل ج حقيقية » 0 < 23 
لكل ج حقيقية » 0 < 23 


لكل ج حقيقية » 0 < 23 


لكل ج حقيقية » 0 < 23 


12( كرر التمارين 8 » 9 : 11 لكل 2 حقيقية » 0 > 2 
13) استعمل طريقة الرسم المستعملة في مثال (7) لإثبات أن النهايات الآتية 





غير موجودة . 
١ 1 ١ ١ 2+1‏ 1 
ما > جزل ٠‏ حح- رون ٠.‏ 1 علد ج11[ 
ا[اجعا [-جيير عر (0جير 2-1 اجبير أ[جير 
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بند 3-2 : أساليب ايجاد النهايات 

إنه لمن المجهد لتحقيق أيْ نهاية باستخدام التعريف. وذلك فإن هدف 
هذا البند هو تقديم مبرهنات تستخدم لتبسيط مسائل النهايات. لنبدأ بأبسط 
الدوال وهي © - (1)3 نكد أن 

0< مع | هد )2 | 
وحيث أن >> 0 لكل 0 <2 ينتج أن (1)2 نهايتها © 
كلما اقتربت ا من أي عدد حقيق 8 . 
(0 ع دعسن - لعا حصنا 


2 2 
أيْ أن نهاية مقدار ثابت هي المقدار الثابت نفسه . وبالمثل يمكن إثبات أن» 
(2) 2ح صوسون[ا 
2-2 
المعادلتان (1) » (2) تعتبران أول مبرهنة في هذا البند 
1115-68 » 7 - 7 رمطنا 
3ج 1[آجيعر 
8-5 نز[ » 2 دير 111 
وجعيعر وجير 
وهذه المبرهنة على بساطتها سنرى أنها تستخدم لإيجاد نهايات معقدة ومركبة» 
باستعمال المبرهنات الآتية : 


ست لقنل 
إذا كان 1 -(:)4 ومن[ ٠»‏ 24 -(2:)؟ رمز[ موجودتان » فإن 
2ج 2 
() 234 عط - [لعد)ع + نع)؛ | سنا 
2 
(4) لله - [لد)ع ل ) سنا 
2ج 
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130 


(5) 0 20, م ٍِ جنا 


0 6ه أوجعر 
(6) © أي عدد ‏ , له - [(د )كه | مصنا 
جع 


(7) 30 -ط -إزم)ع -0«)؟ إحمنا 


2 
أيْ أننا نستطيع تذكر المعادلات من 3- إلى 7 على النحو 
3) نهاية المجموع > مجموع النهايات 
4) نهاية حاصل ضرب دالتين - حاصل ضرب النهايتين ٠‏ 
5) نهاية خارج القسمة - خارج قسمة النهايتين بشرط عدم انعدان المقام . 
6) نهاية مضروب دالة في مقدار ثابت > نهاية الدالة في المقدار الثابت . 
7] نهاية الفرق هو فرق النهايتين ٠‏ 


نتيجة(1): 
)8 6 +ع3 - )0 +ع:2) مز[ 
جيعر 
لأن 2 
طوون] +2 ووز - ( جعة) رررزا 
جر جر جر 
2+6 نز[ 8 - 
جر 
20+06 ع 
نتيجة(2): 
11 
)9( 0 5 - 18 - "إل )1 | سنا 
2 2 
ذخ 2( 


[.........2)20 )2 | صخا - “[0د )2 | حصنا 


2 2 2 
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2-2 2-2 
0 52 ٍِ 
1 - 
مثال (9): 
أوجد النهايات الآتية 
4 3:2 5 1 
51-7 0 0 
"نون . .د 331 اتروع وو هذا 
1[-جيعر 2ج 
لعجتل 
0م 4+(30 - (4 + 3) يمنا ةنز 
17 تعزناة ‏ (ليو و ا ا 
جع 
3 
(م- [ع«ووزا | تديجنا 
جع 2ج 
5 
5ت 00ت الج مذ ١‏ - ”(2+1ة) ممنا 
ل جيهي 1[-جيعر 
3+ *(23-0-:(2-)5 -[33 + 2بر3 + مركا ملا 
جع 
5 -40+12+33-- 
مبرهنة: 


1) إذا كانت 42 كثير حدود » 2 عدد حقيقي فإن 


(00 (ه)م - )م ممنا 


2-2 
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2 إذا كان 9 دالة قياسية » 2 عدد حقيقي فإن 


(01) (ه)و -20)و سنا 


وجير 
البرهان: 
إذا كان 


و5 + ...+ التيرر_رط + ارط -1)20 


0 جنل + ... + ليرر_رط) 0| + بررط من - ل1)2 جنا 
2-8 وج و و 


1-1 1 
00 عاذي جد 1 هنا أسرط+ 0 - 


2 2 2 


كادي لون قم ورمات 


(17)8 - 
ولبرهان فقرة (2) نفرض » (1)2 2 (8)1 كثيري حدود » 
لخل - )و 


1) 


(1)8 )1 مصنا 


ير 


لأحل 0 < 2 ».72 عدد حقيقي صحيح 
٠ 3 > 0 0‏ 7 عدد حقيقي فردي 


(02 هل على ممزا 
2 
لأجل 11 »2 11 أعداد صحيحة موجبة» 
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(13)-82وت 8 تيون ] 


2 2 


لأجل 7 عدد حقيقي موجب » 
(04) 5 2- تنزاصسونز 


2 
15) )1 رجز[ “ررم ل" 1 
ال 


مبرهنة السندوتش 111601221 5212017311 
إذا كان لدينا()ع > (8)2 > ()1 لكل : في فترة مفتوحة تحتوي على 2 . 


وكان 
(3)ع معنا - - (د)1 سنا 
2 و جع 

فإن 
- لاط ونا 
22 
فإذا كانت 6 >> وق 2 4-ج » 4 -ة 


فلابد أن 4 > نز > 4 أي 4 زر . 


مثال (10): 


استخدم مبرهنة السندوتش لإثبات أن 


تبر > أن 0 


بأخذ النهاية لما 0 ج نر 





1 
]1 > 5 أذ >( 0-0 
0مجير لفك 
6 عن >0 
3 0مجير 
١ 0‏ ألو 11 
-] | 11 
م مجع 
مثال (11): 
أوجد النهايات » 
1( 0 1( 1 
0 دنا ذجير 
1 عر جير 
26 
1) (2 حير + ) ممنا 0 ع نا 
7 2جير 9 د 
الحل 
2 
| 2 3/ 
0 ا 8 عدلدة+ 1 
2 16_ي 16 جر 
2.6 
.. 1 
5 لك وول 55-2092 دور ود زو نا 
وجير 
١ 7‏ -(2- "2ل ) -(حمل.+ ف مورن] 


لأن “2 تقع في نطاق 6-2ر/. . 
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*2جير 








مثال (12): 
نكم التو م جرح ]ات عر عد ايه 


2 


كا 
0جعر 


الحل 


واضح أن ' - !-! - (0)/ قيمة غير معرفة 


0 
1 
ولكن إذا ضربنا البسط والمقام في مرافق البسط تصبح 
ف امنتلانااه امقلكنا 7 ( 


: - (عر )1 
> ]ارين ]ايد 2 + 
2 -0)-2 +1) 5 
(ع- اصع + ايعاد 
غ2 2 
ا - )م ل : 
م شلا ) سنا 


بما أن 0 6د 2 إذن تحذف 2 من البسط والمقام وتصبح 


َ ممنا -(2)؟ حصنا 
عر - 1ل جعر + 1/د 0جير 0مجير 
2 2 


--141 انراج ] سوا 


مثال (11): 


أوجد النهاية الآتية باستخدام مبرهنات النهايات ٠»‏ إذا كانت موجودة 


دوجا ابا 
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مه - 0600-0-0 


0 
أي أن (4)0 غير معرفة» وبإجراء بعض الاختصارات الجبرية » 
(معتيحع -0” 
عل ص 
ضرب في المرافق » 
جك +) (مجك-ع 1 
مالكل +): سجال أ ص 
اماك 11 
عاجم جيل م 
1 1 
+ اعم حال م 


1- 
-(ط)1 دنا 
00 1 


1 ]ات 


3 لزن 


النهايات التي تشمل المالانهاية 
عند إيجاد النهاية اليمنى أو اليسرى 
لدالة 4 عند © قد نجد (1)3 
متزايدة بلا حدود أو متناقصة بلا حدود. 
ولتصور ذلك دعنا نعتبر الدالة 

2.64 








شكل (48) 
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(7)8م موضح في شكل (48) ويمكننا تبيان أن » 
غير موجودة ووز 
5-1 إجير 
والجدول الآقن يوضه يعطن فيد الدالة 
بالقرب من 2-1 . 
3 1.011.020 |11 0.99 /0.98|] 097 | ير 
١ | 101 | 51 |] 3‏ | وه- | 49- | 32.3- |(«)1 





























نجد أنه كلما اقتربت < من اليمين نحو 1 -2اء ()4 تتزايد بدون 
حدود بمعنى أننا نستطيع أن نجعل (4)1 كبيرة حسب الرغبة باختيار ‏ 
قريبة من 1 بالحد الكاف ولكنها أكبر من 1» مثل 1.00001 - حيث تكون 
1- (72)1.00001 » فنقول » 
١ 2‏ 
م ح سس و11 
2 *آجير 


كلنا" -17خ2 





أو 0 جه 
كر 


لتبيان سلوك الدالة. و ثم على الرغم من أننا قد نقول كلما اقتربت 2 إلى 1 


من اليمين» اقتربت ل من © (أو تؤول إلى 00). 
5 


إلا أننا لا نعنى أن ٠‏ [(1-::)/:| جز[ موجودة . 


“آجير 
أما الرمز (50-) (ناقص مالانهاية) فلنستعمل بأسلوب مشابه ليعطى دلالة 
على أن (*)# تتناقص بدون حدود ( تأخذ قيمة سالبة كبيرة جداً ) 
فمثلاً عندما 0.9999 - برء 9999- - (2)0.9999 لذلك نقول أن؛ 
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كلما 1جير 





أو م- ج 
2-1 


لنعتبر الآن النهاية من الجانبين الموضحة في شكل (49) لدالة اختيارية 





شكل (49) 


# . نسمى الخطان 6 -4رء 2 -ي خطوط رأسية تقاربية (17»16121 
69 لدالة * . لاحظ أنه لأجل (4)1 تقترب من 50» 6 ج ير 
من كلا الجانبين الأيمن والأيسر. ولأجل (1)2 تقترب من 200 -, 2 جير 
من كلا الجانبين الأيمن والأيسر. 

إذا كانت نهاية (3)م من أحد الجانبين هي © ومن الجانب الآخر 0©-: 


كما في شكل (48)»؛ نقول أن (1)3 117 غير موجودة. 
2-2 


مثال (12): 


, 7 
أوجد جم 11111 ؛ إذا كانت موجودة 
)4 6 4ج 
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الحل 
إذا كانت * قريبة من 4 
4 عد < . فإن “(4 -ع) موجب 
وقريب من 0 . 

من ثمء فمقلوب “(2-4), 
اك 
4 
الكبر . لا يوجد عدد حقيقي 
أواتقياية فهر عن ١‏ لح التحكة ناحو القتكن مخ 4 الفهانة 
ْ #(4-م) *(4-»م) 

إذن غير موجودة» لأننا نستطيع أن نجعل 0 ْ كبيرة كما نريد على 

0 


٠»‏ موجب ومتناهي في 














7 





حسب اختيار 2 قريبة بالقدر الكافي من 4. وبما أن تتزايد بدون 
ْ *(4-) 
حدود » نكتب 
سبد 
((4 -:) فم 
بيان الدالة 4 -()/ موضح في شكل (50) . الخط 4 -] هو 
4ع 
عط شار ران لذالة ث2 
مثال (13): 
أوجد ما هو موجود من النهايات الآتية 
1 1 1 


1-38 0 ص22 ررررل ٠‏ 0لا 
)2 -) -وجير )2 -5) يجي )2 -ع) جر 
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لحل 

في" .ميم العالات الدلاك ب الغيالة 
غير موجودة لأن المقام يؤول إلى 
صفر عندما 2 تؤول إلى 2. 
وبالتالي يؤول الكسر إلى قيمة غير 








محدودة. 
شكل (51) 
1) عندما ا قريبة من 2 »2 2 >ع . 2-ي] قريبة من 0 
1 
وسالب مم - ج72 وورز] 
(2-2) -مجي 
2) عندما عا قريبة من 2 » 2< .2 2-2 قريبة من 0 
ولجايو ب حصنا 
((2-ع) خوجى 


6 لاخ الهافين من كل بحاس أحذهها 'وذهز اللكرى وص ومطليع نشكا 





عر مرحودة -2--لل22- 7 إززي ‏ 
(2-غ) دجي 
1 
(2-ع) 
نناقش الآن قطاع من الدوال تقترب قيمتها من عدد .1 عندما تصبح إلا 
ا 
. 22+3 
لنعتبر الدالة » -()# والموضح بيانها في شكل (52) 
2.1 


ولتكنب الذالة على الصبورة 
3+ - )م 
.2 
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واضح أنه من الممكن جعل (1)13 
قريبة من 2 بقدر كاف باختيار 7 
كبيرة بالقدر الكافي فنكتب » 


0 ١ 3 2 
موجعر‎ 2 





وتذكر دائماً أن 50 ليست عدد حقيقي وأنه لا يمكن التعويض عن + » 06: 
نحن نفكر في كر بأنها تتزايد بدون حدود أو أنها عدد كبير جداً . فإذا جعلنا 
تتناقص بدون حدود ٠‏ أي جعلناها تأخذ قيمة سالبة متناهية في الكبر فإن 
()4 تؤول مرة أخرى إلى 2 . 

فنكتب ه- 3د 0107| 


مومسدجير 


ونصيغ الآن تعريفا دقيقا للنهاية عندما تزداد غ1 بدون حدود . 


تعريف 1 
إذا كانت 42 معرفة في فترة لانهائية (مرع)ء © عدد حقيقي» .1 عدد 
حقيقي . فإن 

1 -0)/ حصنا 


مو جيرع 


تعنى أنه لكل 0 <» » يوجد عدد 0 < 74 بحيث إذا كان 7/4 <غز » فإن 


| 2) - 1[ > 
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53 


تعريف 2 

إذا كانت 42 معرفة في فترة لانهائية (0,مه-ا)ء © عدد حقيقي» .1 عدد 
حقيقي. فإن 

120-21 سنا 


مومس دجي 


تعنى أنه لكل 0 <» » يوجد عدد 0 >7 بحيث إذا كان 27 >]زء فإن 
ع> 1 - )2 ا 
ومن النتائج الهامة التي نستعملها في هذا النوع من النهايات » 


ممدتجسمر 
0 1 4 00 
مماجهر 


000 معروقة ا 


مثال (14): 
عع 2 41 
وجد 111 
2 34+ 22 م-جير 
الحل 
تقسمنة النسظ والمقام #+وات أعلى أبن 7 + تحصيل على 
1 2 
عه [-جر2+ب تيه . 
خش 7 سح ار 
2052م ططل 2+يهر3+ 28 ممجي 
[حب3بوا» 0 
اك 
4+0-0_ر 
2+0+0 
وينتج أن 2 نر هو خط تقارب أفقي لبيان الدالة 1-:2+ 425 دم 
١‏ وعيذود 22 
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مثال (15): 


أوجد النهايتين » 
2-5 1 11( لسعدة+ دول 11 
0 11 
د 5 0 713 تور ممجيعر 
الحل 
5 
5 2 2-5 . 
لتحي و 2 حصنا 
> 1ط ر3 صسجبر 2+يزر+ 38 مجير 
2 0 2.6 
2 2-07 
تِ ْ ْ - 060 - 
0م 0+ 05+ 0 
5 1 1 
11 
3س بر موجير 
ا 1 
9 
00 موجير 
2 
١ 3 [1‏ 
حلست بد 4 
4 
3 0[ - 
+ +1 وج 2 
ك2 
5 +0->*مع4ل. _ 
1 '405 7 0] 


الخ 22 هو خط تقاربي أفقي لبيان الدالة . 
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تعربيف (3 


إذا كانت 4 معرفة في فترة مفتوحة تحتوى 2» ماعدا أحياناً عند 2» فإننا 


لو كتبنا 
مه )1 111 
2ت 
تعنى أنه لكل 0 < 04 يوجد عدد 0 < 6 بحيث إذا كان 8 > |2 -| > 0» فإن 
< )1 


وشكل (53) يوضح عناصر هذا التعريف , كما يلي: 

خذ أي خط أفقي 74 -/1 كما في 

الشكل (53). 

إذا كان 06-()4 رمز[ء فإنه كلما 
مر 

كانت كر في فترة مناسبة 

(2-8,2+6)» 2 عد لاء تكون نقط 

المنحنى الذي يبين #2 واقعة فوق الخط 

الأفقي. 

ويمكن تغيير التعريف باستبدال 0 < 714 

ب 7>0 و 14 <()6 ب ل >(1)2 شكل (53) 

لنحصل على تعريف 0- - (4)3 10ذآ 


2-33 
فإذا اتخذنا أيْ خط أفقي 77 -نر ( 77 سالبة ) » فإن (72 )7© يقع أسفل هذا 
الخط كلما كانت 2 في فترة مناسبة (28+-8,2- 3) ١‏ 8 عكر . 
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مثال (16): 


أوجد النهايات الآتية : 
2231952-55 1 22955 1 
11 2 11 
وي ا 0 باكر 7 ا 
الحل 
5-*2*73 
33512 رب 4 1 5- 31-3 2 
ما - 11 
2 0 م 
2 
1 
3 5 : 
8 10 - 
6 4 موجير 
0 3 ل 
3 5 
2 2 
بما أن 0 - 6 مدنا ٠‏ ©6ح*3 روز[ 
3 وجي موجير 
١‏ 1 0+1-0 5-*3-ل*22 ١‏ 
إذن - - لا 


03-03 كوت قني4 ووم 
لإيجاد النهاية 40- ج-ي يمكننا استبدال 1 ب 4-., موج)] 


1 1 
2 

ا 0 ..50ت 0221384 
000 1100| ح- 0 11 
يي 2 6 ج ]م 0- 4-3 ممسجيعر 
0 3 
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7 7 0 - 
ب 2+1 عن 


ل 1101 ع 
42-1 مموجم 





لس ع ْ 55 ' 
00 - 11 
*2-*4+335 ممجير ير ممجير 
باستعمال القاعدة 0 - 2*5 وز[ 2<1٠‏ 
ممجير 


0+0-5 5 


-- - النهاية 
4 30-0 +4 0 
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تمارين 3-2 


أوجد النهايات الآتية إن وجدت بدون استعمال التعريف وباستعمال المبرهنات. 


1( 6 همذ[ 2) ”(2 -6) يمنا 
3لمجير 02ج 
3 0 شل 42 وام ووز[ 
(2-2) 2وجع (دجير 
5) و غ6 تع بون[ 
6جير جع 
جو 0 
7 11 8 3- 2هرلء 11 
| 6 +ير5 + غير 0 | ٍْ أ 0_6 
0 << ونا 0( [و-ءدو- تدكا 001 
4-جير 4ج 
3 
11 ات شن 2209و فيو نر دوونا 
25-6 رجي وج 
13/ :1 ومنل 14) [2-داة+ ما حصنا 
3جع. 2عجير 
15 الل حو :| تمدو سوه توي 
ا ا 
7( 31-4 وو[ 18)- (9+غ36+4()7) رز[ 
4ج 3 
1/0702 7+0 غير 
2-2 2ج 64 - هر جع 
“(مي دون :03 (3.1416-غ) رررزا 
جع :7 ج] 


3+ 3 3 1 ش 
ا ا ونا 7 
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35 


7 


39 


)41 


)43 


)05 








5 1 
3 +4 0 
| 
+ 6 1 
عد أيه آجعر 
1-غ21 1 
1 +32 0 
ا ع 2 1 
11 
5 بول 6اجي 
“(5 +ع 2 -) ممزا 
آجعر 
3 
4 -ير5 - تراد وررزل 
4-جير 
1(7-:ة) مضنا 
جع 
4+1 ثرلء 11 
جع 
"ارق -عرة) روز 
3ج 
5 
26-7 5 
1110 
5+7 | ججير 
2 
التعناد وين 
3 26 0 
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3 تبر4 


حتت )_ تك 111[ 
8-7 ل 16 ديد 


2 





2 سج لس تيرم ١‏ 

لح 11111 

1- ير آجعر 

, 00 

2 تتلا 

2 +ع7-:6 2/اجير 
3 

8 0 

اح | 1111 

1 مر 3ج 

١ 2-ع‎ 

1110 

8- 2جعي 

جع + 16+ 4 1 

1 

مر 0جيعر 
23+10 1 
1110 

















4 
06 








47 1 
( 4 +ع 0 
49 1 -:2ل/ء يع 1 

33-2 لب ووه 0 

2-2 لام دعخ 2 

01 نا 
4 - م 7 2جيععر 

53 [عا-ا 
1-ير 5ج 

ل ٠:‏ 
55 للتل صل رونل[ 
12 0 اجنين 

3020 
51 1110 
١‏ م - 3" 2ج 

413 5 0 
59 لب رونا 
35-2 بجي 

7-تيوعة م 

61) + ممنا 
21 +دع:6 ممجير 

(1-ع)(4 +ع 3) 

1 63 

ا 
3 

3 + عر 1 

65 كح ]| 
222-11 موجير 

1 6+ 22 ( 

0 
69 ادك جزل[ 
وجي 

















كا 
3+ ا 
1ك امحدر 1 ١‏ 
كا 
24 مجيعر 
17 1 
كا 
2 مجيعر 
1ك دا :5 
11 
ود يو 
1110 
5-24 وجي 
6 0 
كا 
3+1 آ[جير 
017 1 
11 
00000 موجير 
ع1 4-7 1 
00 
3-ير5كدثيرة 02 
3 11 
9+ 2 موجير 
١ 00‏ 
1110 
]حير ممسجهر 
47-3 
9 كا 
1+ 2زله صمجير 
1 205 لير 
11:5[ 






































أوجد كل النهايات الآتية إذا كانت موجودة . 
أ) (1)2 حمنا ب) )4 رمن ج) (*)4 صصنا 


2 
3< 2ت 


نكا :ةا عو حا ل زه 
دم 2-ه : تر - وا - )م 4م هددع تشم د رام 
إذا كانت 8 عدد صحيح . ارسم بيان 284 وأوجد النهايتين 

()1 مسن ٠‏ )4 مسن 


7ج 
هوج 


5) 1+معيعركدم , (1-)-1)20 


66) 2+1>< >2 , م -1)20 
ل ا 
م م 
79 لعا - )م 80) [ع]- -7)0 
61 لع«ا-ء - نم1 2) ع -ل ]| - )1 


لتكعمل سن ف ايتدويكن لكحقيق 'النياية المعظاء (86:4-83) 
53/ 1 -[1+تم) ملا 4) . ]1 
مجير 77 ب كيرا حير 
1[)] . : 1 .4 د 
5) 0-|- لطلوا جز[ 6 0-| سح إللة ]2 روزا 
2 0مجير عد أيء 0مجععر 


7) إذا كانت ه > ()4 > 0 لعدد حقيقي 0 . اثبت أن 0 - (2)/ 2د ونا 


0مجعر 
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8) اذكر سبب ما يأتي » 
ا لقم عن 1) . ١‏ 
ا( -1111511[][ 2١‏ ونن[|] | | - الاك 11111 
2 0مجير 0جيعر 2 مجع 


: 1)] . 1 ش 
ب) 111[ +[ )دنا 7 ١‏ 6 1110 


0 لمجي مجع 
9) إذاكان 0غ -()4 ممنز و 0-(4)5 صمنا 
32 وجع 
اثبت أن [(*)4)3(/8] 50ز[1 غير موجودة . 
600 
(إيشاد لوت يكرا بكو اتسيف ارك لبوا 
(30)ع هوجعر 
ل )1 
واف وان لين - )4 سنا 
(داع وجيعر وجير 
0) أوجد النهايتين 
دادم هن . به احم تدم قرزا 
و جير ا 
01 أوحَد 2( 
4385_2515 
اا 


ل 


في التمارين من (92) إلى (99) أوجد النهايات الآتية على شكل 50:50 - أو 
117 ( اختصار كلمة 7156© 201 10065 وتعني غير موجودة ) . 








) )م حصنا ب) (2) حصنا ج) (1)32 حصنا 

ع 59 0 

2) 2-4جم, تزيم 03 د )1 
2-4 ع 2 
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8 3 ا 
5-0 3-0 95) كاي 
| َ 22-9(7) . ط| 5 عو 1 
1 0 1- 


في التمارين من (100) إلى ( 103) الدالة # تحقق الشروط المعطاة؛ ارسم 
الشكل الممكن للدالة # ٠»‏ مفترضاً أن بيانها لا يقطع أي خط تقارب أفقي . 


00) 1-(1)2 رسن[ ء 1 -(1)2 حصنا 
مو دجير موجن2 

٠‏ 6 )2# سنا ٠‏ ©4)8-26 صا 

2جيع *تجير 

)0 1--*)# مسنزل  ٠‏ 2 1--20)/ صنا 
مومدجير مو نز 

٠‏ )7 وما ع م (ع)1 صرزا 

لجع *2جير 

00 2--8)#/ وسن[ ‏ ا ء 2 - )1 سنا 
مودجير لتر 

٠‏ 1)2-6/ ومن ٠‏ 6< )21 صسررزا 

جع “دجي 

٠‏ )1 رون ع م - )1 ونا 

*آجير آجير 

03) 3 -(71)2 ومنل ء 3 - )4 سنا 
ممجيير 26-0 

٠‏ 6 -(2)/ وسنز ٠‏ مه - (ع)ة1 سصرزا 

آجير *آجير 

٠‏ 6 )1 وما ٠‏ © )4 موز[ 

2جيعر *2-جير 
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في التمارين ( 104) إلى (117) أوجد الخطوط التقاربية الرأسية والأفقية . 


2 

















1 








104 ح (عر )1 105 دلعر )1 
| 4- غير دم ط| و6 - شير + ثير 3 
51 عر + غير 
106 د زع 107 -(ع )1 
ولاس لبن 
312 ( +3 + 3 
108 ح (عر اه 109 11 
دسم م خنستتج درم 
3 م 
312 52 - 
110 ح(عر )1 111 11 
0 8م ( 5 -0) 
3 
4 جير تبر - 16 
112 -(ع )1 113 لبجب سح (هير )1 
٠‏ اكت-صم وم متام درم 
1+ تير 6 +ع ة- فير 
114 +1 (عر )1 115 دلعر )1 
( ات 5 ( ير 3 
116 8 0 - )1 117) ا ووم 
(2 +ع )زا عم 1 
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بند 4-2 الدوال المستمرة 111116110115 00120111110115) 

الدالة المستمرة أو المتصلة هي الدالة التي يخلو بيانها من كسور أو 
فجوات أو خطوط تقارب رأسية » فبيانها عبارة عن منحنى متصل ليس به 
أئْ تقطعات مثل الموضح في شكل (54) 





شكل (54) 


أما بيانات الدالة الموضحة في شكل (55) فهي بيانات لدالة غير مستمرة 
(غير متصلة) عند © -2] . 
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ففي شكل (55()) (©)4 غير معرفة وفي شكل (55(ب)) (©)4 معرفة إلا 
أن (7)6 عد () جوز[ أما في شكل (55(ج)) فإن (3)/ جز[ غير 


0 جير 0 جير 
موجودة وأخيرا في شكل (55(د)) (42)0 غير معرفة بالإضافة إلى أن 
مه -(1)2 مز[ وبيان (1)2 لن يكون من هذه الأنواع إذا حققت 47 


جير 
ثلائة شروط نذكرها في التعريف الآتي 
تعريف: 'دالة #4 تكون مستمرة عند عدد © إذا تحققت الشروط الثلاثة الآتية. 


() (©2)6 تكون معرفة . (ب) ()1 بز[ موجودة . 
(ج) (76 -(5)/ سنا" 


أئْ أن شروط استمرارية الدالة عند © ممكن كتابتها على النحو: 


قيمة معرفة -(4)0 -(1)2 ومن[ )1 دنا 
أعجير عجيعر 


فالشرط (ج) يكفى لإيضاح أن 42 مستمرة عند ©» لان إذا كانت 
(7)0 - )1 حصنا فهي يعنى أن (1)6 لابد معرفة وان النهاية (1)2 خآ[ 


مجر مجير 
موجودة . والشرطان (أ) » (ب) يتحققان أوتوماتيكيا. 

ويطلق على عدم الاستمرار عند © الموضحان في شكل (55() »(ب» 

عدم _استمرار قابل للإزالة 12101117اممه015 7602072516 لأنه من الممكن 
إؤالة عدي الانتقراريتعريفت الدالة يقيمة ناسية ء 

أما في شكل (55(ج )) فتسمى قفزة عدم استمرارية /اتناصتاأصمء015 مسناز. 
إذا كان (4)1 تؤول إلى 50 أو 50- عندما تؤول 2 إلى © من الجانبين 
كما في شكل (55(د)) نقول أن للدالة عدم استمرارية لانهائية عند ع 410166م1آ 
7م015 

فيما يلي نذكر بعض الدوال ونناقض استمراريتها على سبيل التوضيح . 
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الدائنة استمراريتها 
لكل قيمة 0 » 
(©)4 دع 2 - (ن)1 سنا 
جير 
10-2 الدالة مستمرة 
عند 0-11 » نجد 
5 -(1)2 سنا - لع )1 سنا 
5 *اجير "آجير 
0-0 10 إذن الدالة لها .عدم استمرارية 
قابلة للإزالة إذا عرفنا » 
3 -(10 
0 عند 2 حدن 2,2 نجد 
2 -(1)2 مهنا - ل )1 سنا 
2 عدبر: 4 ثير *2جير 2جير 
2م :(2-)40-12 يد 


.'. يوجد عند 2 حدان عدم 
استمرارية قابلة للإزالة 

لوعرفناء 2 - (7)2 بدلا من1 
عند 0 0 

()7 | يكون لانهائي بطريقة 
اختيارية كلما اقتربت من 0 





الدالة عند 0 لها عدم استمرارية 
لانهائية . 

عند 0 0 

1-(14)2 صنارا - لء) سنا 





*لجير 0مجير 


3 -10 النهايتان غير متساويتان. 
26 

1 إذن يوجد قفزة عدم استمرار 

عند 0 -0 ( مقدار القفزة -2 ) 
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مبرهنة: 
ا 1( شٍ 5 الحدود 1 هو دالة مستمرة لكل عدد حفيقي 0 

000 1 1 
2) خارج قسمة 0 لكثيري حدود 1 ٠عىءأي‏ 0 هو دالة مستمرة عند 


كل عدد حقيقي © ماعدا الذي يحقق الشرط 0 -(ع)ج " 
والبرهان منطقي لأن إذا 4 كثير حدودءح عدد حقيقيء فإن (7)0 - ()2 1ززآ[ 


حجر 


وإذا كان 0 2آ(6)ي» فان © في نطاق 2 م ويكون ()0 -(2)/ وز[ ؛ 
8 


جير 


أي 0 مستمرة عند ©. 


مثال (1) 


إذا كانت» 





1 حعرا+ لا )1 

أثبت أن (14)7 مستمرة عند أي عدد حقيقي 0 . 

الحل: 

يدان 77 :موضح في الشكل (61) 

إذا كانت 0 > فإن 

(1-ع)-عر- د )1 
[ دع تناج 

وإذا كانت 2<1 > 0 فإن 


(1اع) ير - (1)2 


1- 
وإذا كانت 1 < عر فإن 
1 -عر جع دلع)1 
[ -2ر2 - 
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الفترة المعرف الا الجزءء بقي أن ندرس الاستمرارية عند 0 ع وعند 


2-1 عند 0 -<عي 


عند 0 -غعر 


2 الدالة مستمرة عند 0 -ع 


وعند 0-1 


.".الدالة مستمرة عند 6-1 
وينتج أن الدالة 2 عند أيْ عدد حقيقي ©. 


مثال (2) 
الكت انسوارية لدان 
3 >2 > 2 : 
2 >2 
2<3ي 1 


1-1+غ2 - ووز[ -()1 رصنا 
ا ادن 


1- 1آومزا- ل )1 سنا 
0مجيعر 7 

0مجيعر 

1-مرح | -(1)0 


1-1 حصنا -(2) سنا 


آجير 2 


2-1-1 ووز )1 حصنا 
آاجير آجير 

لحار | )1 

-1 


الحل: 
نعلم أن 2 -[] عند أية نقطة في القترة 3 >2 > 2 
إِذن يُمكن كتابة الدالةا على التدو' 


2 >2 م 
3 >2 >2 2 120 
3< 1-ع: 


وكل جزء من الدالة مستمر في الفترة المعرف بها. 
بقى أن نبحث استمرارية الدالة عند 2 - وعند 2-3 . 


عند 2 -2 
2 -(2- ضت) سنا - )4 ممنا 
جع لجع 
2- 2صصسنا )1 حصنا 
2 *2جير 
1006 
.٠.‏ الدالة مستمرة عند 2 -. 
عند 2-3 
2 -(2- امنا - )2 هنا 
وحور دجيعر 
2 - 2 ممنا )1 حصنا 
جر *3جير 
2-(13 
الدالة مستمرة عند 3 -2ر 
. (1)2 مستمرة على جميع الأعداد الحقيقية *[. 
مثال (3) 
ابحث استمرارية الدالة 
(2,2-)ع» اد 
5 120 
(2,2-)عع م 
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الحل: 
عندما ‏ لا تنتمي إلى (2,2-) أي 2<2زء و2->2 
عندما 2 <2 . يكون 





ب *+_لنا 
2 2 
وعندما 2 >7 يكون 
*-_هنا 
2 
يمكننا إذن إعادة صياغة الدالة على النحو 
2->2 1- 
2 >7 >2- 202 120 
2< 1 
وعدد 2--ير 
1--(1-) ممنا -(1)20 سنا 
جع جيعر 
1- - 2/لا ونا -(1)2 حصنا 
جر لجر 
1-(1)2 
إذن الدالة مستمرة عند 1- -غر 
وعند 2 - كا 
1 -2/ة سنا -(1)2 حصنا 
جع 2ج2 
1- - اوسن )1 حصنا 
رج +2 جهيعم 
--(12 
2 -ع 


.-. الدالة مستمرة أيضاً عند 7-2 
.. ()4 مستمرة على جميع الأعداد الحقيقية 19 . 
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مثال (4) 
أوجد النقط التي تكون عندها الدالة (11)1 غير مستمرة. 











1+عر| 
0 1+ع 
0 - 10-1 
0 >ع 0 
2 +ع 
الحل: 
1+يع 
عند 0 <2 تكون ؤ لخت 
1[+ع 1+ي 
الدالة مستمرة على هذه الفترة (نقطة عدة الاستمرار1- -, لا تقع داخل هذه 
الفترة) 
8 تر 
عند 0 >ي3 تكون الدالة غير مستمرة 
2+2 
عند النقطة 2--ع لأن» 
0 
غير موجودة 1 
ومستمرة على بقية الفترة. 
عند 0 - 
8 تر 
4 - نا - )1 حصنا 
2 (جير (0جير 
1+ع 
5 مدنا - )م ما 
5+1 مجير +0-جعر 


الدالة مستمرة أيضاً عند 0:-:+ 
ف (1)2 غير مستمرة فقط عند 2 -ي. 23-0. 
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مثال (5) 


السك امتفرارمة الذالة 


ا 0000006 


الى )1 
0 حير ىو 0 
عند 0 -2 
الحل: 
نبحث نهاية الدالة عند 0 ج :رء ويناسبنا هنا استعمال مبرهنة الحصر (السندوتش). 
1 ]). 
1 > --1[و > 1- 
و 
ضرب في “لء لأنها دائماً موجبة: 0 عديعع 
1 
شر > تس ورزو لبر >عر - 
ليه 
عندما تؤول 1 إلى صفر 
1 
> حونو نر > 0 
ليه 
1[ . 
0 - وزو 2 ووز[ 
د أيه 0مجيعر 
ومعطى أن 0 -(1)0 


2 الدالة مستمرة عند 0 -ع. 


مثال (6) 
أوجد قيمتي 2» 5 اللتان تجعلان الدالة (4)1 مستمرة عند 2 . 
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4 حلط 0 و 


يث 2» 5 عددان حقيقيان. 





- 


تبرج +عدطة ررز] )1 حصنا 
وج أوجير 


3ج +مج - 
ولكي تكون (1]:6 مستمرة عند 2» 
(ع)4 حصنا -(7)2 )2 ممنا 
5*وجير د 
3ج + مج -28-5 
25 5 5 
5 5 و - 
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تعريف : 
إذا كانت م دالة معرفة على فترة مغلقة [8,5] فإن م تكون 
مستمرة على [2,5] إذا كانت مستمرة على (2,8) بالإضافة إلى أن؛ 
(ها1 -()؟ سنا ٠‏ (6)/ -()4 سنا 


06 مجيعر 


مثال (7) 
اثبت أن الدالة .يز -عر ١/8‏ - )1 
مستمرة على الفترة المغلقة [0,8]. 
الحل: 
شكل (62) يوضح بيان الدالة 

تير يرول 120 
إذا كانت 8 >0 > 20 


فإن تير -عد ١8‏ ووز[ - )7 مصذا 


3ت 0 ججر 


“زه -8/. - 
(1)6 - 
(لأن إذا كان للدالة ()م نهاية عند © -غ فإن 


(30)ع د صخا - (0د)ع /د سنا 


7ت جر 





بشرط أن» 0 <(2)ع ستل 
جنير 


لإذن الدالة مستمرة عند © ويبقى لنا مرجاعة النقطتين الحديتين للفترة [0,8] 
باستعمال النهايات من جانب واحد. 
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( -3)8/ حصنا ع 51 نا -4)20 حصنا 


*لجير *0جير "لمجي 
(70 -8-0» :1/0 - 
توسيرون: مسنا )4 حصنا 
*لجير ا لجير 
0و - ( - 08+ حصنا 
8جير 
(7 -0- 


إذن الدالة مستمرة من اليمين عند 0 -5 ومن اليسار عند 8 -. ومن 
التعريف السابق ينتج أن الدالة 4 مستمرة على الفترة [0,8]. 
يمكننا تعريف الاستمرارية على الفترة (2,5] أء (2,6] إذا كانت 42 
مستمرة عند 8 < في الفترة بالإضافة إلى استمراريتها عند 2. كذلك 1 
تكون مستمرة على الفترة [3,5) أء [5,©) إذا كانت مستمرة على كل نقطة 
في الفترةء 8 >8*. ومستمرة عند 8 -#. وإذا كانت الدالتان » ي 
مستمرتان عند عدد حقيقي 0» 
فإن الدوال الآتية مستمرة هي الأخرى عند ©»2 
ه+1 ع بم-/ء © وكذلك عى/4 بشرط 0(20)ع. 
نذكر هنا أيضاً عدة مبرهنات يمكن للقارئ برهنتها بسهولة باستعمال 
مبرهنات النهايات وهي. 
1) إذا كان 6 -()2 جمز[ » كانت 4 مستمرة 6 

ل 
فإن 

(0 -(لس)ع)؟ سنا 


مي 0 
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وينتج من هذه المبرهنة أن» 
(«ا)ع سمنلا "-0د)ع د سنا 


نجيرع جرع 
7 0 وا |دا - (لماع )صن ووز 
جيرع جر 


0 ذا أمعما -((0) رعه1) سنا 


عجعر عجعر 

وهكذا. 

2 إذا # مستمرة عند 0» و م مستمرة عند (2)0 فإن الدالة التركيبية 
901 مستمرة عند ©. 

أي أن» 


1ت 00 « أ خا اناا 


0 جر 0ج 
فإذاكان || -2)م . 32-72-12 - )1 
المستمرتان دائماً . فإن ((<)+ )ع -()!1 
أي (<)(904) -(6)2 مستمرة أيضاً دائما. 
أي أن الدالة 7-12 2 - )»ا مستمرة 
دائماً ( أيْ عند أية قيمة حقيقية © ). 
3 إذا 4 مستمرة على فترة مغلقة [3,5[» 7 أي عدد بين (2)2 و 
(1)6 » فإنه يوجد على الأقل عدد واحد © في أطبه] بحيث يكون» 
10-7 
المبرهنة رقم (3) تسمى مبرهنة القيمة الوسطى 
"وتنص على أنه بينما تتغير ا من 3 إلى 7 فإن الدالة المستمرة 42 تأخذ 
كل القيم بين (42)2 و (1)8 ". 
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أيْ إذا كان بيان الدالة المستمرة م4 ممتدا باتصال وبدون كسور من نقطة 
((1)2 ,2) إلى نقطة ((7)5 ,8)؛ كما هو واضح في شكل (63) فإن لكل 
عند * بين (1)2 و (7)6؛ يقطع 
الخط الأفقي 7 -/ز بيان 4 على 
الأقل نقطة واحدة م . الإحداثي 2ر 
أيْ © لنقطة م يكون عنده 
((7)0) دم . 

ويتبع من مبرهنة القيمة الوسطى أنه 
إذا كان (4)2 و (4)6 مختلفين في 
الإشارة فإنه يوجد عدد © يقع بين 
2 6 بحيثء. 0 -(72)0 أي 

أن 2 لها جذر أو صفر عند © 
وقنتاعنها ‏ ميرتهنة: القيمة: الوفبطق: في: إيجاد. .نيوانع أضيقان' الذالة 12 فمكذ 
إذاكانء 22-3 + ترم ك2 + تير د )1 

وحسبنا قيم 4 عند الأعداد الصحيحة من 4- إلى 2 كما يلي» 





2 1 4 م الاك علد *إر 5 
اله وك د 20 7 1هد 5727 39ت )| )7 





بما أن ()# كثير حدود فهو إذن مستمر لجميع ا ومن مبرهنة القيمة 
الوسطى نجد أن #2 لها أصفار |20 200 © حيث 3-> بن > 4-. 
0 > وه >1آاب7ب 2 > و >1 
أي أن للدالة 4 ثلاثة أصفار حقيقية في الفترة [4,2 -] 
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تمارين 2 -4 
في التمارين من (1) إلى (8) معطى والمطلوب معرفة نوع عدم الاستمرارية؛ 
قابلة للإزالة أو قفزة أم لانهائية. 
1 7 2 0 





شكل (69) شكل (70) 
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قفزة أم لانهائية. 


وم 1>* 20 و 1ك 0 )0 


1< : بي-ق3 1< :22-15 








2 عير : 3جج| كين : 

11 داع )1 

' ا ' ) 7 ديراو 1" 
1 >2 1+ غير 1 >5 : 

(13) 21عر : 7-2 :(14)[حع : - 
2<1 : 2 2<[1 : 

(15) 00-5 (16 ) لعا اا ديرد( 120 


1 


(17) 7 - اده إن 3 120 
(18) لك )مز 000 
(1-) 
في التمارين من (19) إلى ( 30) ابحث استمرارية الدالة عند 2. 
 )19(‏ 4- ش,عر22-5+3ل. )1 


120 _ ,2--2 )(20( 


120 2 )21( 


1) - ك-- ج, 2+ ترا‎ 22١ 














(23) 2-3 3-ع -1)20 
3 -2: 4 
3- :و مور 
(04) 3--2, 1054 
3--2:, 2 
(25) 2--2, حر - 7+ غ3 -(8)/ 
3 .1 
قنك العو خم 
5 2-2 
للعو 177 رب لخارا 
2 -5, 1 
ع ل 
28 0 (ظ 
معوعج/لصةه)|_ 
(29) 0 0-1 


0052 -1 
0 عد ير . حببتتتكك 
(30) 2-0, عد 1)<24 
0 -, 
أوجد نقط عدم استمرار الدالة 4 في تمارين (31) حتى (34) : 
2.4 


130 )32  20(- )31( 


3-0 + عبر 08 3 0 


روم للك دوم (54) 0م 
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اقبت أن الدالة 4 مستمرة عل الفترة المعطاة في التمارين من 35 إلى (42). 





(035) [3,3-] تبر - وا - )1 
(36) [4,8] 4 -:ل. - )1 
(37) [7,م-) - 7ه -1)20 
(689) (م,0) “402 
(39 (1,2] إعا-ع - نم1 
40 2,3 لدوم 
(41) [0,3] تبر عر ١/3‏ - )1 
2 (3,ج] -0 


في التمارين من (43) إلى (62) أوجد قيم © التي تكون عندها الدالة 4 
مستمرة عند 2 -2. 


_ 2-6 

















3-1 
روم للخكة دوم سم كل درم 
(45) 1+ تر 2-عق - )1 (46) 0 د -1)0 
فك كاك 
47( 0 ()1 0 -0) 
9 د 0 15 
كدعة ‏ _ لد واه توا 
00 [3-4+ 2 اين 2-1 0ك 
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0 -1)20 
(55) 2:2 صها -(1)2 

57( لااصنة -()1 

(59) مول “-ثير2 - )1 


2-6 
)61) 





(54) هده - )6 

(56) عدامه +1 -1)2 

(58) © - 3( + 2ك )1 
)60( 0 


6 ثير 





جح عر 


2 
1) - + 2 )2( 


ع« 2- ير 





في التمارين من (63) إلى (68) أوجد قيم الثوابت الحقيقية ©» 0 التي تجعل 


د(عر )1 
6 خبر هم 
1 مستمرة على ؟ل. 
0 0 
(63) كذ وميه 
ا 2 ديع 
5>1., 3 
(64) دكي 6 .. 
1<-25, 2 -302 
3->-, 
تر 9 
(65) 2 3>لا, 0 
3 +2 , 0 
1->5, 


(66) 1>>2-, 0 جين 12-14 
2 <> , - 
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© >> الى 2+ 
,67( > >6 , غير ا نم1 

01 <2:, ل جيم 

0 >8ى ام جنير 
(68) 1-2, 120-13 

2 <2, 0 يرم 
في التمارين من (69) إلى (74) حقق مبرهنة القيمة الوسطى للدالة 84 في 
الفثرة المذكورة [2,5] أيْ وضح أنه إذا كان (2)5/ >7 >(42)2 فإنه 
يوجد عدد © في [2,5] بحيث 7 -(1)0 . 


(69) [1.2-] : 1ت د وهم)ع 


(0 [اسب] ؛ م2 - وم 
)71 [0,3] : مر لاد 
)72( [0,2] : *- -)/ 
)73( [3ل| نع 0 120 
64 |1 -: 2-ي + تر - )1 


(75) اثبت أن المعادلة 0 -1 +ير - 2 - 4بر3- تبر لها حل حقيقي في 
الفقترة (0,1). 

(76) استخدم مبرهنة القيمة الوسطى لتثبت أن بياني الدالتين 
برد - كير - )1 و 6 ++ - 28 - يراع يتقاطعان بين 1-3 


و4 -<3 . 
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البان الثالى 


بند 1-3 : المماسات ومعدلات التغير 
1 2125 01 5ع]142 21210 12215215 
أولا: الخط المماس ©2ذاآ 11226624 
قد مغرف البحكن الخطل العماين مكحت 
على أنه الخط المستقيم الذي يقطع المنحنى 
في نقطة واحدة م كما في شكل (71) إلا 
أن هذا التعريف ليس مفيداً لجميع بيانات 
الدوال. لأن المستقيم قد يمس (2 )87 عند 
نقطة معزولة م ثم يعود فيقطع المنحنى أو 
يمسه مرة أخرى كما في شكل (72) لذلك 
نجد من الأفضل تعريف ميل المماس عند 
م ثم إذا أوجدنا الميل 17 أمكننا إيجاد 
معادلة المماس .] باستعمال معادلة » 
( ود -عد )تم - نر -مرحيث ( نز , بد) 
إحدائيا م ٠»‏ 177 ميل المماس عندها. 
لنفرض أن ((4)20 )م على بيان / 
والمطلوب إيجاد ميل المماس عند 6 . 
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نختار نقطة أخرى ((7)4 ,)0 
(انظر شكل (73)) ونرمز للقاطع 
0بالرمز 1 وميل 1 
بالرمز 320 وميل المماس عند 
(()2 :)م بالرمز 27.عندما 
تكون 0 قريبة جداً من 7 يصبح 
11 هو تقريب لقيمة 171 وكلما 
اقتربت © من 7 أكثر كلما تحسن هذا التقريب فإذا جعلنا 0 تقترب من 
من اليمين نحصل على الوضع المبين في شكل (74) 





شكل (73) 





حيث توضح الخطوط المتقطعة أوضاع 1 أتناء اقتراب 600 من 2 وفي 
الشكل (74ب) نقرب00©) من من جهة اليسار أو قد نجعل 2600 تقترب 
من 8 من الجهتين. أي بأخذ نقط على المنحنى احدها على اليمين والأخر 
على اليسار من ”/. 
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إذا كان 7/0 لها قيمة تنتهي إليها عندما تصبح 0 أقرب ما يمكن من 72 » 
فإن هذه القيمة هي ميل المماس 11 . لنكتب الآن ما شرحناه بالمعادلات» 
-())1 
-410 ور 
16 -] 
ونلاحظ أنه لكي يكون هناك قاطع يجب أن تختلف 00 و7 . 
أي أن ؟ز ع 1 .إذا كانت 4 مستمرة عند كز » نستطيع أن نجعل ((7)4 ,0004© 
تقترب من ((4)3 )م يجعل 1 تقترب من ا . وهذا يؤدي إلى تعريف 
ميل المماس 131 للمستقيم .1 عند ((1)1 )2 : 
عدا)# -()ا 1 . 
ا - 10 ردير 
غ1 جح ] ياج ] 
شريطة أن تكون النهاية موجودة. 
ويمكن كتابة هذا التعريف بطريقة أخرى أكثر شيوعاء فإذا وضعنا 
[ -2 -غ أو 8 +ير -غ وعندما ع ج 1 فإن 20 ج-1/ وتصبح المعادلة 
)2 حرط ععرا 2 0 
10 -(شخاك دوو 
11 مجر[ 


مثال (1): 
إذا كانت ير -()4 »0 عدد حقيقي 

أ) أوجد ميل المماس لبيان 42 عند © -2 وعند 2--2] 

ب) أوجد معادلة المماس عند (2,4 -ام 

الحل: 

(«)7 حرط جع)1 


م[ -11 
مجر[ 
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ا 8 +0 


1[ )71 
11 مجر[ 
- كر + رز 2 + كع ١‏ 
10[ - 
11 مجر[ 
“رعق 2 . 
|11[ حت 
11 مجر[ 
2 - (ط + 2) مز[ - 
مجر[ 
ب عند 2-- أي ردح 
4 -(2-)2 -(21-2 
إذا معادلة المماس 
)1 )م - لا لل 
(2+ع)4ف- -4-ر 
0 - 4 دو جعر4 
ثانياً : معدل التغير 


إذا كانت #2 دالة في 2< فإنه كلما تغيرت 2 تتغير (4)8 ولو أن 
120 086 فإن أي تغير في 2 يناظره تغير في /. فإذا تغيرت 1 من 
إلى 6 فإن التغير في ا هو 2 -6 -:1/ 
والتغير المناظر في /ز هو (2)2/ -(2)6/ -// 
07000 لال 
والنسبة بين التغير في انر نتيجة تغير < ١‏ أي ,هر 

2.1 

هي متوسط معدل تغير 2 بالنسبة إلى 2 خلال الفترة (3,5) وإذا رمزنا 
لمتوسط معدل التغير بالرمز ,,ب/اء نكتب 
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(1)2 -(6) _ لك _ 7 
0-8 ا 52 

إذا كان التغير في 8 صغير نسبيا وقدره 8 أي أن تغيرت من 3 إلى 
2+7 فإن 8ل 

(ه)7 حزم ة)1 

27د 
إذا كانت 8 تقترب من الصفرء أي التغير في * ضثئيل جداً فإن معدل التغير 
يسمى معدل التغير اللحظي عند © 2 ويرمز له (2)” 
0 (ه)7 حرم + ع)1 
أى أن 
8 18 
بشرط أن تكون النهاية موجودة. 
وفي الحالة الخاصة التي تكون ا الزمن 1» 1 تمثل موضع نقطة على 
المحور عر أي ) -يرء (0)ه دير 
فإن السرعة المتوسطة ,7 » هي متوسط معدل تغير 5 بالنسبة للزمن 4 في 
فثرة زمنية معلومة: 
والسرعة اللحظية 7 أي السرعة عند لحظة معينة 4 هي معدل التغير 
اللحظي للموضع 5 بالنسبة للزمن. 


ملا > وك 
0جر 


(مجهيه)ء) , د - رون ( السرعة المتوسطة ) 

؛ الك ققد صخا -(5)2 ( السرعة اللحظية ) 
4 0ج 

مثال (2): 


سقط جسيم من ارتفاع 512 مترا عن سطح الأرض بحيث يعطى 
ارتفاعه عن سطح الأرض (5)4 عند زمن 4 ثانية بالقانون» 
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512-62 -(5)0 
أوجد أ) سرعة الجسيم عن ثانية. 
ب) سرعة الجسيم عند إرتطامه بالأرض. 
ج) متوسط سرعة الجسيم خلال حركته. 


الحل: 
(5)8 -(م + ه)د 00 
0ج[ 
(5)2 -(8 + 5)2 55 دان 
مجر[ 
[16)2(2- ماها-| #(م+ )»12-1 . 
10[ - 
11 0ج 
12-4 [ 2ط +هه +ه16)4- 512 . 
0[ - 
11 مجر 
“16 حط64 - 0 _ 
11 مجر 
(16- 648 -) وز[ - 
مجر[ 
( متر / ثانية ) 111/5 4- -(0)2 


ب) يرتطم الجسم بالأرض عندما 0 -(5)4 أ 
و 4/2 -: 0 -1612+512- 
(2/مداه -(م + 2لم4اء 0000 
11 0ج 
2- [16)4/2-|-1 512+ أط+ 16)40/2- 
نع ]| إتدعه لهك يوري 


11 مجم 
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*(42)- ")7+ 2 16- 
10[ - 
11 مجر 
[ امد جم + لم4 [وله-م+ 164/2 - .. _ 
1 8 
زع دعام 5595-65 
11 مجر 


(ه+ 58/2 16- وونز - 
0م جر[ 


و/نم 181--128./2- -(4/2)ن 
حن اللتروغة اتيك كول الفقرة ون 0 حدم 
إلى 2//د 4 - أي 4/2 دع 
(0ه-[2 كاه 2 ىن 
41/2 237 
2-| 512+ [4/2) 16 
4/2 1 


و 17 تاد 


4/2 
ورم 290.5 





مثال (3): 
فرق الجهد في دائرة كهربية مقاومتها »1 هو 100 فولت بحيث يعطى 
التيار 1 خلال المقاومة 1 من قانون أوم» 





ك1 


بالأمبير. 
أوجد المعدل اللحظي لتغير بالنسبة إلى *1 عند أيْ *1 وعندما 20 -12. 
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الحل: 
معدل تغير 1[ بالنسبة إلى >1 هو 


وعندما 20 -14 يكون 


1)8 -رزم جع)1 . 
/ ( / 7 ( نا -(1')1 
11 مجر 
1 100 
2 لخر [- 
00- 
11 مجر 
(+1008-100)8 
( +2 )لط 
10012-1001-37 
(ط +2 لط 
1-7 - 57 
(ط +1 )لط 0 
0- 5 
)ل 0 
100 | 


]| - 
مجر 
110[ - 
مجر[ 


اه إعناء متنك ---1)00(2-2 


0 1 ]).ء 5 
أي أن التيار يتناقص بمعدل 6 أمبير لكل واحد أوم زيادة. 


1530 

















تمارين 1-3 


أ) أوجد ميل المماس لبيان 4# عند ((74)2 ,2)م باستعمال التعريف. 
ب) أوجد معادلة المماس عندما 2 -2. 


(0) ع4ه- ترد - )1 )2( تر - نن)1 
(6) 2+ع«3-ع)1 0 3-22 )1 
)5( كر - )1 (0 +1)2-4-2 


(7) إذا كانت 6++هل. -م.151.3(2868-920) -5» يعطى تقريبا 
لعدد السكان بالمليون في الولايات المتحدة أثناء الفترة 1990 - 1950» 
يناظر العام 1950. أوجد المعدل اللحظي لتغير 7 بالنسبة للزمن 1. 


أ) عند أي قيمة /. ب) عام 1989 (4-39) 
اثبت أن متوسط معدل التغير السنوي خلال هذه الفترة هو 2.32 مليون 
كل عام. 


في التمارين من (8) إلى (11) أوجد ميل ومعادلة المماس للدالة 4 عند النقطة 

المعطاة وارسم (* )7م موضحاً عليه المماس عند م 

(8) (4,2)م , عدا )1 (9 (مسبع حم , عل حدم 
1 1 1 1 

0) 2 )1 11 2 خخ -ح )1 

9 معطا دهم («ام إمهك. ده 

(12) أوجد نقطة المنحنى © -مرر الذي يكون الميل عندها 27 -11. 


(5)4 حيث 4 بالثواني» 5 بالمتر. أوجد في كل تمرين» 
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أ) السرعة المتوسطة في الفترات [1,1.2]» [1,1.1]» [1,1.01] 

ب) السرعة عندما 1-1. 

(13) +3+ 406 - )و (14) 36-غ2 -()و 

 )15(‏ غ+-2ل.-())د  )16(‏ عل +ع -())د 

(17) طائرة إنقاذ تسقط أقفاص منتجات غذائية من ارتفاع 171 160. ويصبح 
ارتفاع القفص عن سطح الأرض عند 4 ثانية هو 160-1614. أوجد 
سرعة القفص عند 4-1 وأوجد سرعة ارتطام القفص بالأرض. 

في التمرينين (18)» (19) أوجد : 

أ) متوسط معدل تغير /[ بالنسبة إلى 2 في الفترة المعطاة. 

ب) المعدل اللحظي لتغير / بالنسبة للزمن 4 عند الحد الأيسر للفترة. 

(18) [3,3.5] , 2+ ردير (19) [2,2.4] , 3-22حير 


(20) أدت النظرية النسبية إلى حقيقة هامة وهي المسافة م1 بين نقطتين 
2 
تنكمش إلى .1 » 1 ,] -]ء إذا كان النقطتان داخل مركبة تجرى 


0 
بسرعة 0ء © هي سرعة الضوء [3*10*7/5)ء أوجد المعدل 
للخل الففيق طول حسم لسن اللررة دن 


أ) عند أيْ ن ب) عندما 0.90 - ن 


(21) استعمل تقريب متوسط معدل تغير 7( بالنسبة إلى ا لإيجاد المعدل اللحظي 
لتغير /[ بالنسبة إلى 1 ء عند 2 -اء مستخدما مرةء مرة أخرى. 


3 عا 1005 
4 در 





عد زو فير جير وو 
7 - 2 -3 
22+1 
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بند 2-3 تعريف المشتقة 102115210156 01 12211211012 
تعاملنا في البند السابق مع معدل التغير أو السرعة أو ميل المماس معا 


نهايات على الشكل» 
(«)7 حرم جع)1 . 
1110 
0ج[ 
أء ما يعادلها 
(50ا1 -1)0 . 
لككخس خخ ورور 


ع دجم 

وهذه النهاية هي حجر الأساس للمبادئ الأساسية للحسبان» وهي المشتقة. 
نقابلنا المشتقة خلال دراستنا للحسبان في المسائل التي تتعرض لمعدلات 
التغير ومن ثم فلها تطبيقات في معظم فروع العلوم التطبيقية. ونحن نقدم في 
هذا البند بتعريف مشابه لهذه النهايات للمشتقة ونعطى بعض القواعد البسيطة 
التي تمكننا من إيجاد المشتقات بدون حساب النهايات مع بعض الخواص 
للمشتقة وترميزاتها. 
تعريف المشتقة 

' مشتقة الدالة 4 هي الدالة "4 تعطى بالمعادلة 

(«) درم عع)1 00050 
11 مجر 

بشبزط وبجود هذه النهاية '" 
فإذا ما حصلنا على ()"2/ نستطيع إيجاد (2)2 عند أيْ نقطة 8 -2 في 
نطاق الداللة #6 
قابلية التفاضل: ذكرنا في تعريف المشتقة أن النهاية لابد أن تكون موجودة 
لكي تكون ()”2 موجودة عندئذ يقال أن 7 قابلة للتفاضل عند + . أما إذا 
كانت النهاية عدن :موحودة فإن: / :تكون.غين: قابلة 'للتفاطل عند © وعنكما 
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نقول فاضل 7 أو أوجد مشتقة 2 نعنى اوجد (2)3 . وبالمناسبة نجد أنه 
يجب أن نعرف الشكل الآخر لتعريف (1”)2 وهو 
(ه)7 -ن1)2 وطفا -(7)8 
2-4 و جر 
ومن ثم نجد أن من تطبيقات المشتقة التي نحن الآن على علم بها: 
1) المستقيم المماس: ميل المماس للمنحنى (42 )87 عند نقطة ((2)8 ,3) 


هو (1)2 . 
2) معدل التغير : إذا (4)1 -زء لأن معدل تغير /[ بالنسبة إلى 6 عند 
8 -2 هو (1)8 . 


وحالة خاصة تكون سرعة نقطة م عند زمن 2 -1. 
هي (5')2» حيث (5)4 هو موضع النقطة عند زمن 4. 


مثال (1): 

إذا كان 1+ 12- 32 - ()4 فأوجد : 

) ام ب() 4م جم 2م م (م)م 
الحل: 

أ) باستعمال التعريف 


(1- نجل -(م جع ١2]‏ | - ت(معمأة 
11 مجر 

7-(8 +ع 32)2 5-76 
11 مجر 


2 -(ط +302 ووز[ - 
مجر[ 


- 62-2 
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ب) بالتعويض عن 4 -2 في 62-12 -(1”)3 


2 -12-(6)4 -(1)4 
ج) بالمثل ‏ 24--12-(2-)6-(2-)خ4 
د( 68-2 -(1)8 
مثال (2): 
أوجد مشتقة الدالة (4)1 من المبادئ الأولية : 
كِ و )1 
35 00 
2 
حجدت عد + ]ليه 120 
الحل: 
(ع) حرط جعع)1 01 
جل 
أن دوم 2.2 *(طجهع)- زم جوم 
- “(طجع) - )1 -زم جع)1 
مر - تش + 2 - كير - 
“رز + تر 2 - 
(م+ع2) م- 
وم نام حرط جع 
1 
2 -ث جع 2 ووز[ -(1")2 
مجر[ 
إذن 
21 -1)20 
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عد + 1ل + قط جير + 1لء ل اله جع جلا _ 

عريه لون م سعد ال 1 0 

(0+2-(م جع + _ 

د + ا جه عير + الام . 

_ 11 7 1 

[عد +ال.+ طعي + ال] [عد + اده عور + الام . 

ايت : دنا - )7 
]مسح ]اي ١‏ عومد [يسة ور هه 1ه 10 
1 


إذن حلي ا 
5 :1 2/1 90 

































































مثال(3): أوجد مشتقة الدالة (1)1 عندما 2-1 » 


0 « > [1 


الحل: 
120 !8 +ير) زر )7 
)1 . +1( ذا 0 


عند 2-1 نجد أن 


[جع [جع 
1-(22-1) وسنز -(1)2 مصنا 
'آجير أآجير 
1-(10 
0 الدالة مستمرة عند 1-<3. 
كذلك» 
أولاً: 
1-[1-(ط+]2] . (20 -(ط+]1)ة2 . 
1 0[ - 111 
أ*ل0جر “لجر 
2-1-1 2 . 
2 - 7 ح- م11 - 
“لمجمعر 
1- “(ص+عم) . (2 -ر(ص+)م . 
د 00 حع 06 
(جر (جر 
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1- تور-م1+2 0 
7 10 ح- 
(0جر 
2-(2 ++ 2) جوزل - 
7 7 (مجر 
من أولا وثانياء نجد أن كلا النهايتين من اليمين ومن اليسار متساويتان» أي أن 
النهاية, موجودة. 
(20 حرط + )1 . 
2 00 
مج[ 


ِذن 1400-2 


مثال (4): 
اثبت أن مشتقة الدالة ()ة موجودة عند 2 -2 وأوجدها بينما غير 
موجودة 2-3 أي أن ()2 قابلة للتفاضل عند 2 -2 وغير قابلة 
للتفاضل عند 3 -2. 
2 . - 4-2 دقرت 
تا" |4 )1 
2-3 , 27-4 
الحل: 
أولاً #خند 1-2 
2 -[2-+4 + 2 -) ممنا - (0د) يمنا 
2ج[ 2ج[ 
2 -[2] سنا -4)0 ممنا 
“جر *2جر 
2 -[2]-(1)2 
إذن الدالة مستمرة عند 2 -2. 
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نبحث وجود النهاية, 


[2]-2-(8 + )4س زط 0) بت 
11 
11 1 11 مجم 
2-0 عم هين قدا رلسسرر وات وك ١‏ 
0[ - 
11 جم 
0 -8 ووز[ - 
مجر[ 
النهاية من اليمين - النهاية من اليسارء أ أن النهاية موجودة وتساوي 0 
الدالة قابلة للتفاضل وء 0 -(2)2/ 


ثانياً : عند 3 -خ3 
2 -[2] ممنا )7 سينا 
3ج[ 3 جر[ 
2-(22-4) وسئز -(1)2 مضنا 


جر جر 
4-2-(2003 -(1)3 
.'. الدالة مستمرة عند 3 -<2 
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3 -إ(م +ة)1 
1 طخت رن _ 
11 مجر 
2-[ه+ة] .. (23 -(ط+ة2 . 
1110 - 1110 
11 مج[ مج[ 
0 1[ - 
11 0 
و 
4-2-(ظ +2 . (ق#3 حر(ط +23 . 
| - ةا 
/ “لمجم / “لمجمعر 
27-6 +6 20 
00 ح- 
1 *لمجر 


أيْ أن النهاية من اليسار -0 والنهاية من اليمين > 2 إذن النهاية غير موجودة: 
ومن ثم (4)3 غير موجودة والدالة غير قابلة للتفاضل عند 3 -8 . 
مما سبق نبحث أن ()# هي دالة مستمرة على 1 وقابلة للتفاضل ماعدا 


عند 3 -2. 
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القواعد الأساسية للتفاضل 

عملية إيجاد المشتقة قد تصبح بالغة الصعوبة إذا ما استعملنا التعريف في حالة 
الدوال التركيبية المعقدة» ولكن نحمد الله أنه أمكن إنشاء معادلات عامة 
وقواعد تمكننا من إيجاد (1")2 

بدون استعمال النهايات. وفيما يلي نتدرج في ذكر هذه القواعد والمبرهنات. 
1) مشتقة الدالة الخطية 

إذا طجعة- )1 


فإن -(1)20 
البرهان 
[مجعة]-إم+زم جع)ة| ذا - 0م 
11 مجر 
م - -- ممذا 
ع نن1] - 
0 
2) مشتقة المقدار الثابت 
إذا 10-1 
10-0 
البرهان 
5-0 : 
0م- بوونز] - 0 1 
8 مجبير 
3) قاعدة القوة: 


أ) إذا كانت 5 عدد صحيحء 27 - (14)2 
فإن ‏ 1 تيرم - زر)/ 


شريطة أن 0 6غ عندما 0 >1 


10601 





البرهان 
م ا و د 
تو تر -[1! ”وب ا" تراز -ي) 








أيْ أن 
5 7 9 ىج ل لير 
اكاد ا الك وي لايك 
2 -22 
عد )2 -(غ)1 ١‏ 
بر - )1 ٍ! دن حصنا - (ع) 17 
-] عرج] 
يررك ا 
- 
غ1 -] يرجم 
”+ 0 2 وي وز[ - 
عرج] 
حم 1-1 1-1 


"يرم - 
وإذا كان 11 عدد صحيح سالب فإن» بوضع 1- د ل )ا موجب» 0 عد عر 
يكون 


لغخلوون] - )1 


3 يلاج ] 


سنن[ ح- 
ع عرج] 


0 سم 


ا 0 
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وعندما 0 -7 تظل قاعدة القوة صحيحة لأن 
ارد نم)” . مدتهعه -)” (معع) 
إذا مشتقة ”كر هي 27 لجميع الأعداد الصحيحة. 


ب إذا كان الأس هو م 11 عدد صحيح موجب فإن لأجل» #الير - (ير)1 
11 


يكون 2 سبر- -(1)2 
1 
البرهان 
)1 
مسد د ا 03 
11 مجر[ 
ارو كلل -[ احص ا ا ل 5 سمي )زر 0 
إذا 3 عد 1 فإن» 
1 7لا 
1-1 1-2 7-2 حمس 2 1 


بتعويض #أزم جعر) دن 2 تن 
1 لير # زو جهر 
0 (طجع) 


احم 0 11-2 11-1 عر ل[ جر 
2 عر ...+ ضير ىر (طجعع)” م (مجع) 


وبجعل 0 ج-1 ينتج أن 
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1+م- 1 1 
11 ات 7 - 
.مك 
3 :11 
1 
حت !1 
إذا "عر - - )”1 
11 
١‏ ' 11 
ج- إذا كان الآأس على صورة ىم 20 #, 
11 
1 1 
إذا معر زع)2 . مر للك - زر )م 
11 
البرهان نستعمل نفس المتطابقة المستخدمة في (أ)» (ب) 
1 0 
بوضع » ولط عع) دن 2عيير دن 
0 ور 
1 + يرك 0 +عر) 
1 0 121 11 اليو خخ 2+8 
لقا م جير) +...+ سورل2 قا زم جو) + للها زط جع) 0 
1 ون ,)+ ٠.‏ 
11 3 شير # زم جير) 0 
5 0 11 111 ب جح 
0ن زط جعر) +... + مير !2" رو(ي جير) + 7-1( جعر) 





إذن 
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0 111 
ضير - وزع جعر) 
1 1 1 
0 11 
1م شير - زم جير) جم 
11 / 
0 1 
ضير - ورزم جعر) 
1 _ 1 1 
2 111 
ل 1 اللبررير مجم 
1181 
إذن 
د 1 
يروم شير ور(ط جع) 1 
- 11 
ور 11 مجر 
7 1182 
اكت 
131 دح 
11 
1 
2 22ح 120 


مما سبق نجد أن مبرهنة القوة صحيحة لجميع القوى الحقيقية صحيحة أو 
قياسية. وسوف نثبت فيما بعد صحتها لقيم القوة غير القياسية. ويصبح على 
وجه العموم, 

ذا 8ع ماء ير :)4م فإن 


ومن كت انكل الحفول الدرطيهي»: 
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)1 )2 
1 - 1 
نيت 2 ا 0 
0 01 لوه 
1 
و 2 
0 3 3 
ب 61 
0 
1 1 
3عر- 5 0 م1 
3 1 3 3 
1- 1 1- 10 
ع كدب بتحعتبات 04ت 
1 





3- الاستمرارية وقابلية التفاضل 
سنبين هنا أنه ليس كل دالة 72 قابلة للتفاضل عند كل قيمة لغ في نطاقها 
وأنه إذا كانت #2 غير مستمرة عند 2 فإنها تكون غير قابلة للاشتقاق عند 
8. زد على ذلك أن كثير من الدوال المستمرة غير قابلة للتفاضل. ولبحث 
قابلية التفاضل علينا أن نبحث وجود أو عدم وجود النهاية؛ 

(7)2 حرط جع)1 ا 

11 مجم 

من عدمه. ومن الناحية الهندسية نستطيع القول أن الدالة 4 مستمرة عند 
نقطة على بيانها إن لم يكن هناك أي قفزة أو كسر عند هذه النقطة. أما إذا 
كانت بالإضافة إلى ذلك نفاضل فإن بيان 4 يمر خلال النقطة بطريقة 
تدريجية ناعمة بدون أركان أو مماسات رأسية. شكل (75) يوضح بعض 
بيانات دوال في الحالات مختلفة. 


1066 





غير مستمرة عند وغير قابلة للفاضل 





شكل (75) 


على الرغم أن ليس كل دالة مستمرة تكون قابلة للتفاضل إلا أنه على العكس 
كل دالة قابلة للتفاضل تكون مستمرة. 
مبرهنة: 
' إذا كانت 7 قابلة للتفاضل عند 3» فإنها تكون مستمرة عند 2 " 
البرهان» لنفرض 7 قابلة للتفاضلء فإن 

(ها2 نه 


موجودة مما -(1)2 
8-2 وجع 


(ها؟ لس _ زه لج 


26-3 2 جح كر 


ولكن 
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زمسى) لماعك رمم دوم 
سما اناب .| ذا :(ما/ بون - 180 يون 
)2 يك +(2)3 - 


بما أن (1)2 موجودة. 
0 ح+(ه)# -(2 )1 زا 


2 


.'. مستمرة عند 3 انتهى البرهان. 
تعريف (قابلية التفاضل على فترة) 
" يقال للدالة 4 أنها قابلة للتفاضل على فترة مغلقة [2,5] إذا كانت 2 قابلة 
للتفاضل على الفترة المفتوحة (2,5) وكانت النهايتان» -1» .! موجودتان» حيث 
)10 ا ونا - 1 نكل 0 )1 ناد 2 ١‏ 
مجر “مجر 


تسمى 17 المشتقة اليمنى» 1 المشتقة اليسرى انظر شكل (76) 
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تعريف (الناب 0157)) 
" يقال أن (2 )27 له " ناب " عند 3 -2 إذا كان 4 مستمرة عند 2 
مستمرة وتحقق الشرطين: 

1- هج )1 عندما 2 ج ير 

2- مع ج )م عندما أو جير 
أو العكس 0ه- لما 8 ج يرء 00+ لما “8 جير " 
كالمثال الموضح في شكل (77) 
لاحظ أنه إذا كان 0+ ج ()"1 51 
9 7 ((1)2 ,هام 
عندما 2 جير. 2 جير لن 
يكون.هتاك :ناب وإنما'فقفظ ممبلين 
راشي 1 
وبالمئل لو أن - ج ()”4 من 
الجانبين كما في الشكلي (78) 





وجع مج )م2 
8 


مجع 0ج )م 


شكل (78) 
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1 


إذا اتخذنا الدالة 2/3 ()2 » نجد أن ب - 00م أي 


2 
لح تزهير)2ء 
5 و2 
م - )4 جنا 
(جيعر 
معد - ( )"1 ممزا 
*لجير 
.'. الدالة لها ناب عند 0 -2 (لاحظ أنها مستمرة عند 0 - ير. 0 نر كما 
في شكل (79) 





شكل (79) 


7 5 | شتئقة 
إذا كان (4)1 -7ز فإن المشتقة الأولى يرمز لها بأحد الرموز الآتية؛ 
0 / 
)1ط زرط ,)1 9 وك 10 
لل ل 
1 2 
يسمى كل من ,(1» -- مؤثر تفاضلي وكل من /[,(1 أو -- مشتقة /[ 
الل 01 
بالنسبة إلى أو تفاضل 7 بالنسبة إلى . 


10 


إذا كان المراد حساب المشتقة عند 8 -2 مثلاء قد نكتب 


1 (1)2 6 م ل0ط1 5 8 7 ا 


2 -( دارط 
مر -(ثق) ك2 


2 


> 04[- 8635- - 


وعد وو اي 
كوا 7 يو ول 


كم 


4-(12)815 - و | قابجر] - 1 كبرو 2 


قد نحتاج إلى إيجاد مشتقة المشتقة» فنسميها المشتقة الثانية أو التفاضل الثاني 
للدالة 1 ويرمز لها بالرمز "1 » 
/ 01 ا ,/ 24 
وم > - [وم)”]-و)”م 
2 
0 0 )01 
يرت 0 السك تمت 
0ج - ا ا 
او 0[ 
رم دلع) 1 


وبالمثل نستطيع الترميز للمشتقة الآتية (رقم 11 عدد صحيح موجب ) 


1”)2( > 


مالرموز القية ... لثيط -. قبط د10 جك -()1تلم 
2 


101 


خوك وز وقعة المعقفة: و ) [017: .وكلما كانت :1ل ارو مميكة المشفات 
بالمشتقات العليا. فمثلا إذا كان 
بر - )1 
فإن 


120 1 


الى 56 - )"م 
9 
3- 56 0 
اك ا 
27 0 


ا 0 ساح )41م 


ا ل ور رم 
203 


4- أساليب التفاضل 
تورك فى هذا الجوع حفن القزاعة العامة الى اهم ف سيط غملية الاشفاق. 


2 عدد قياسى فإن: 


مبرهنة (1) 
1 )كه دلهسمم ماك 
ب- ((مام) ‏ +(لد)؟ )كت -((دع +10 )د 


0 الم زم لد 
200 سيد 5 
46 11 1 


قاقد النذاك, لقال للاكاة هه 
1 / جم 
لعاف (شععاء ون لظ اسار بن 
0 0ج 4 0م 
0م +( - 
انتهى برهان (ب) 


ج- يتم البرهان تماماً كما في (ب). 


قرو -(46ا)د- لتر -( 04 > 


1/3 























: 7د -(2دجاة -( قوو) > 
؛ 5+ ره -ز قرو فرج 
: رات قر -[ترو- 0 





[33+:3- جل + بر + تبهر5 - ا 
2 
الحل: 
[3+33- جل + بر + تبو5 - 1 
2 
1 
6< +ع 2 + 2ر15 - تبرج - 
21 
مثال (6): 
أوجد معادلة المماس لبيان الدالة 
3 
د /ة- ضرل. 2-2 


عند النقطة (1-*8) 
الحل: 
72 ير - 22/3 دير 
2س 3 ذباح 4 _ 4 
2 3 عل 
ميل المماس عند النقطة 2-1 
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ل لم لصي 
2 3 0 


1 
6 
3 3 
0 كان الحا ا 


1-1 





السك ؤت وت 
معادلة المماس 4 


زود )نه - ردير 
17 
لاسع)ت -(1)در 
67+6-17-7 
0 -23- 17-6 


مبرهنة (2): ( قاعدة حاصل ضرب دالتين ) 
لقك كور جو تف > - رومع وم ]4 


2 
أيْ تفاضل حاصل الضرب - الأول < تفاضل الثاني + الثاني »ا تفاضل الأول. 
البرهان: لنعتبر (8)5 (4)5 -/ز 





نعاع لعا؟ لط ححا لطتماا ون _ ره 

11 مجم عل 

(داع 130 -20)ع ز7 +1 +0داع ز7 +1 0 +جراع (طجع)1 ونا - 
8 مجر 

130 - +ع)1 لقا 3 (د)ع 0 +عر)ع )8 0 ص - 


17/5 














الم زر 1 -(1آ 
احالرك لا حصنا ٠()ع‏ رج تاك : +)ك سنا ١(طجع)م‏ ومزز - 
جر[ جر[ جر[ مجر[ 


)وان +(0ع) )م - 
انتهى البرهان. 


سكن ”الصبواعة على التكون 


ضر نر+ ورور - (ؤزور) 


مثال (6): 


إذا كانت (1+7- تدب ت) [ه- ق) دير أوجد 6ل /7[ك . 
الحل: 
(ججع11- ص ت) [ده- دنا +[11-عدد+ ثرى) [ 42 - ت) ‏ له 


111 
[ 442 + تقمره- كبر20 - 18 برج + برد) - 


2+ ترود ثيرو+ تيرقا+ 
[«56- 882 + قرع تبرج 
56 - 2بر153+ 3ر52 - 4ر3 - تبر3 + 6ر20 - 'بر5 - 


مثال (7): 


هك قط كاه الغائلة ]2 ع )تالور -/و التي يكون عندها المماس 
أفقياً أو رأسياً. 
الحل: 


)2 +3 - تر) تسر 1 + (ة-عرج) قار كود 
3 لل 


16 








دعر تبر 





وم 3 اوت 
ا +(3 :2 
2+- تر +(3)2-3 _ برل 
72-2 _ برل 
يك المانى أفقياء: لننا 8 
الل 
7:2-12-2-0 
6+2 
ع 0 
7 
2 07 ع 1 
ويكواة المماس :ابيا لما 0 أي عندما المقام يساوى 0 
2 
0-ع 


ولما كان عند 0 دع 1 مستمرة» إذزن يوجد مماس رأسي عند (0,0) 


مبرهنة 3: (قاعدة خارج القسمة) 
10 -0) لاثم _ 0 04 
ام اداع اه 
ونتذكرهاء مشتقة خارج القسمة هي المقام “” تفاضل البسط ناقص البسط في 
تفاضئل المقام. مقسوما على مربع المقام. 
البرهان 
ناكنء )م/م حير 
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1 مجر[ 





انتهى البرهان. 
00 ()'# - _ 1 ك0 
3 )ع 0 0 
2 - -- 1 4 لك 
1+ 2 [دتراعل” تير عداعل 
مثال (7) 
4 ! 1+ 38-38 _ 1 









































الحل: 
مدل قره- ثروا-[ 2و ]دج دعا _ بره 
3+ 2م ل 

يك - 120+ 12 - 6ر27 - 36+ تبر18- 246 _ 


1 2م 
4 - 272 - 36 + كيرم - 12 _ 


آ رم 


أ- 








-١ )0+ 1 / 57‏ __نرك 
2 "دل +1 0 
1- 5 
دل + 2.1 
مثال (8): 
أوجد معادلة المماس عند 1 -غ. 2 -2 لبيان العلاقة» ا در 
13 
الحل: 
(240 -(2()2-غ:) _ نرق 
“(2-) 6 
4- __ رك 
“(2-) 6 
20 
8-1 4ل شط لك 
0 1-2 7 
كار 
(0-2) سر كك 


179 























معادلة المماس هي 


زود )يم - نر دير 
(1-)4 - 2 جير 
4 +4 - 2 + 
0 - 2و جيعر4 
عند 2 -2 
(2)2 
م 
الدالة غير مستمرة عند 2 -2 وبالطبع لا يوجد مماس. لأنها غير قابلة 
للتفاضل أصلا. 


مبرهنة (4) ( قاعدة السلسلة ) 








' إذا كان (4)0 -تز » ()ع -نا وكلا من 9 و ا 
تفاضل الدالة التركيبية ((1)8):0 نز هو 0)'و(ن)م ‏ ناك . نلك _ برك 
1ل كل 
البرهان 
الداع ؟ -الطجحاف . _ بره 
00 - 
11 مجم عتك 
داع -لط جعاع (عاعا)” -ررزط جع)و) ا 
17 (د)ع - جعراع مجم 
(ج+ع)و)1 


عندما 0 ج-طلء (2)ع ج (ط +عا)ع 
بجعل 2 -(«)و» ) -(8 +عرا)م أي نا ج) 
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زهاع -(طجواع ‏ ., لساة -)1 _ ._ نيه 
]1 ]2 
11 مجم 1 -] بيجع كلل 
(«)و(س)” - 
انتهى البرهان. 
مثال (9): 
أفحة 0 إذا كان 3/2ن دعر , +2 تبر دن 
1 
الحل: 
25 وح سنك 12 0_3 
ل 1 2 يال 
نال [0 5 1ل 
ل لال 05 
(2)2-2/اند - 
)2 «2- )د - 
أي أت 
” 216 - ا 2 - م 
)2 «2- )د - 
وعموما 
إذا كان ”ن دير ٠‏ (غ8)م دن 
فإن 
ا 7 5 
0 
أو نكتب» 


161 








و)ع ١‏ “”[ضد)عاه - "إوم)ع] ك 
مثال 00 
لت ) [(6+ 42 تم) ديو اب 7 -2 + توء ديق 
الحل: 
) ده - دق "[6 + ده قرأو لك 


ب) (2 + 0)”" [7 2 + كيت 
2+1 1 
2-7 + ال 


مثال (11): 
أبطة ‏ خنها. ‏ “(فخضن] (مع مات 1 
ثوابت حقيقية 0 ,0 ,2,2 . 
الحل: 


ميرو 011 ومين انن كدي ديه 
01 01 


(5(*)8 +عرع)0(75 +عن) +(ه) )0 +عرن )36 
[(ل جين)ت5 + زط جعرة اه 6| )0 ديرن )4 
[520 +طء6 +ع د(ل جدقع6)| )0 +عرن )4 
(590+طع6 جيروء1 1) :)0 +عره) 2 +جرج) - 
()"2 قد تسمى أيضا المعامل التفاضليء ومن المستحب أن يتذكر الطالب 


1)2( 


3+6 


3 
+عرع) - 
0 
ا 


7 د بد 


3+6 
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تفاضل ”7 في الحالات الخاصة 2/أم » 1--2مء 7-0 على النحو 
12ت 
1 0 
لد - ول 
د١2‏ 0 
0-2" 
مي (عراعل 
ج) تفاضل المقدار الثابت - 0 
0 
0-()-ل 
الام 
وبإدخال قاعدة السلسلة نجد أن» 
1) تفاضل الجذر - واحد على ضعف الجذر * تفاضل ما تحت الجذر 
تال 1- 0 
كي - ال 
عل نال21 8 


2) تفاضل واحد على دالة > ناقص واحد على مربع الدالة »ا تفاضل الدالة 


ري ا 


أ) تفاضل جذر بر - 


مثال (12) 


2 0 
5 0 #ويغدلة العم ال (احني: 
2 


كي )+ )مر 


103 











الحل: 


يا - 3 
0 0 
[1+ شراة | 1+ شواير 
ش 0 لد 


- أإ1+ 32 أ« 














"ازدت) لإ مال 


2 -1+ 1ل ديو 
0- كر 

)د )1 - 07ل 
0 - 2/. حر 


عندما 0 3 


فت بى التضن الحون ب 
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1: التفاضل الضمني: 1 أ110 مس1 
إذا كان (:)م -بر فإن /[ تسمي دالة صريحة فيك وكذلك المعادلة 
0- (2)/ - نر تعين نفس الدالة 2 . 
فإذا كتبنا 02-32-37 نقول /- دالة صريحة في 
المعادلة -3+5-مور تعين نفس الدالة بدك 
لأننا لو عوضنا (7)# -نزء نحصل على: 
0- 5+ نرة-(/ة- قاد 
0 -32-5-32+5 
0-0 
وهي متطابقة لأنها صحيحة مهما كانت لإ 
ولكن في المعادلة 3+5-0-بورء» تقول أرن. “ية اكتعوم سنا عم هدم 
المعادلة. أو أن / هي دالة ضمنية وبالطبع ليس في جميع الأحوال يمكن 
تحويل الدالة المعرفة ضمنيا إلى دالة صريحة:؛ فمثلاء المعادلة: 
2 - شرج تورأ جعمر 2 - قر 
تتضمن دالة ضمنية / ولكن يصعب إيجاد ‏ كدالة صريحة في ء وهدفنا في 
هذا الجزء من البند 3.4 هو إيجاد مشتقة الدالة الضمنية دون الحاجة إلى تحويلها 
لدالة صريحة وأحيانا ما تتضمن المعادلة أكثر من دالة ضمنية فمثلا المعادلة: 
6 تر اضر 
يمكن تحويلها إلى دالتين صريحتين هما: 
2 - 16ل دير 
أي: ماك درم 00 تير-كم ال -رعاع 


185 


ولإيجاد تفاضل دالة م# معرفة ضمنياء نستعمل طريقة تسمى التفاضل الضمني» 
وفيها نفاضل كل حد من حدود المعادلة بالنسبة للمتغير المستقل (* ) ثم نوجد 


0 
5 


من الناتج مع ملاحظة أن: 


مثال (13): 

إذا كان: #سرو 2 ح شر 5 + 332 ثرو شير 
تعرف دالة م ضمنياء و م قابلة للتفاضل أوجد (7)2/ 
الحل: 
فاضل مباشرة بالنسبة إلى » 

1- /2 دعر 10+ /مر6- لوقر4 + 4 
أنقل جميع الحدود التي تحتوى /ر إلى الطرف الأيسر وباقي الحدود إلى 
الطرف الأيمن: 

42-ع1-10- - و2 - لمر 6 - لوضر3 
خذ بر عاملا مشتركا , 

(42جع0 1+ ))- دزه-يرم- غرو)بر 


أوجد /رء 
الو لم 
أو 
العا )7 
)2 6- ( )2 )3 
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مثال14: 
اوجد معادلة المماس لبيان المعادلة: 
1 +5 - 42 نو 3 + ثيرو 





عند النقطة ‏ 22-1 

الحل: 

فطل والفتنة إن يه 
5 - بر - و3 + /رضرق 
8 -(3+ قر4)ثر 

سر أ 0 3 دير 

عند 1ددع 
4-5+1-بئرو3+ بر 
0 -10سبر3+ تير 
0 -(5جبر)ز2-ر) 
كاعرو 2# دير 


إذا يوجد نقطتان عندهما 1-ع » هما: 
٠ 101,2(‏ (-يل)1 
ل 2 





80 ل طلا ل 
4 ووو 5 
5 85 _ 
سم الجي” 


معادلتا المماسين عند 2.22 و هما إذن: 
عند 1 


(6 - عام ح نا حير 
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8 
4 الناكة 5 
! 1 01 


353-70 82-8 
82-359+-62- 0 





7 
ع 
3 0 


8+8- -2395 +بر 497 
7 +497 ججر8 


مثال(15): 
أوجد النقطء الواقعة على بيان الدالة (4)3 -7ز والمعرفة ضمنيا بالمعادلة 
5 - تمر+ أكاء التي يكون عندها المماس موازي للمستقيم 0 -5+مر4 +3:2. 
الحل: 
نوجد ميل المماس بالتفاضل مباشرة بالنسبة ل »م 
0 - /و2 +21 
ع 2- - /237 


عكة 
84 


وميل المستقيم: نوجده ولو بنفس الطريقة 


3 - نرج 0 - 3+4 
المماس // المستقيم عندما يتساوى الميلان» 
203 


4 37 
8 41 
أى» 2 - 
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بالتعويض في معادلة 5 - تيو + تر 


9 
إذن 3 <ير ) 3-حدير 
12 


المماسان عند ( 3,4)» ( 4- , 3-) يوازيا المستقيم المعلوم 





مثال (16): 
إذا كان 
2- 2 - تقول رو جير 
أواككد: .. ومعاططة لمان علد تي 
0 هول 
الحل: 
فاضل الطرفين بالنسبة إلى: » 
ل )2 
0 - حتت بار +] 
رج و2 
0 ع2 - لوو 2+ تر - نوا و2 بير - مراء2 
ا -م -إبر+ مر أ/ر 
د اكور 
2 تقول جير 
من معادلة المنحنى عندما ‏ 0 -ير ». 
2 -2ر جيبو +0 
كدر 


109 


وميل المماس عند النقطة ( 0,1) هو 
7م 01 
0 -(01)/ز -(00ه ,| > 








ا 
كه 
2 
معادلة المماس هي : 
( - عانم - برحير 
(0-) 2 دادر 
0 29-2 جع 
مثال(17): 
ْ | 4 7 
إذا كان 1+بر5- تيرج ير 3+ ثير اوجد "بر. 
الحصل: 
5- 1- 3+ لرثر4 
0 3 2 -(3+ ترجا 
0 5 +122 


3 تمر4 0 
امك (1 ]مزه لعروئ نسبة إلى 2ه 
عد -ز3+ قمر هامر + برل ضر 2 ار 
ضر 24-12 -[3+ قرجامر 


د 000057" رجا 
]+ تمره) 


[ك ب مامرما _ 2413 0 
'[د+ قره) [ددمرها 


110 


بالتعويض عن "3 من (2) 





مثال(18): 
إذا كان بهد - “زر +) 


اثبت أن 


ل نول 27ل 
20ل 2 ---2ل+ل 2 +4 
عل عجل تول 1-7 ١‏ 


الحل: 
فاضل بالنسبة إلى :ا » 
برح برد - ز/ر+ ]) (رجع)2 
فاضل مرة ثانية 
بر + نر + بود - زر +1) (بر + )2 +(/ر) (رجع)2 
/و2 + "بور - “زثبو + 2)1 + ”ور 2 + "رود 2 
0 -إر - زمر + )2 + قن بره ماسر 
- برج 2ر2 + #رزر2 جع) 


0 
0 2+ 2ح 2 ل 2ل 2 +2ر) انته. البرها' 
0 7 7 ( نتهى البرهان 


2) المعادلات البارامترية: 15011210985 212)11 :221 

في هذا الجزء من بند 2-4 نقدم طريقة جديدة لوصف المنحنيات المستوية 
انشعو امسقم بهاذ لقن ناز امكزياد 3 المتطوي قاذ عارك وله مسقددة 
فإن(4 )87 يسمى منحنى مستوى. والتعريف الأكثر عمومية للمنحنى المستوى 
هو: 
المنحنى المستوى هو مجموعة © من أزواج مرتبة ((9)4 ,(4)4 ) بحيث 12 
و 8 مستمرتان على فترة /. 
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رقع «التكدنا: لامكل« مدال كلم متشدىققطاود لا من لسن مسار م 
وبيان © في التعريف السابق يتكون من جميع النقط ((4)4 ,(4)4 ) >-(2)6/ 
في المستوى /7 لقيم 1 في الفترة /. 
والمعادلتان: 

/»ع) , ()م دير , )1 حير 
يسميان المعادلتان البارامتريتان للمنحنى © بالبارامتر 1. 
وأكوانا يلاك" العها كلقا الوستط وان للش تل 11 
وللحصول على الصورة الديكارتية لمعادلة المنحنى » نحذف البارامتر 4 من 
المعادلتين البارامتريتين ٠.‏ 


أو 
(م)لعا” دعم 
فمثلا إذا كان ') منحنى معادلته البارامتريتين هما 
72- 7 1-)حير ,]2 دير 
للحصول على شكل المنحنى دعنا نكون الجدول الآتي: 


3 1 1 
ا ل ١‏ 1 3 ]| خ2- )| 1- |0 ع 
2 2 3 
4 3 2 1 0 | 1- ]| 2- | ير 
ل د ا د ا 
4 4 4 




















توقيع هذه النقط في المستوى الكارتيزي يؤدي إلى الشكل الواضح في شكل (84). 


2ظ1 




















2 >1-:2-1) ديو 2 حير 


شكل (84) 


ولأنحاة 'الضئؤزنة الديكار قبة لمطادلة: 'المحدى <ذاعنا تحلفت 17 :من المسادلتيرة., 


5 2.64 
بحل الأولى بالنسبة إلى 4 نجد 7 -) 


5 


1 
-- 2-1 
2-2 


وبالتعويض في الثانية 


وهن عاط مق الدرحة الثاني شنيق :قز اشقيا تل قطع كاف مالك بالفيدية 


إذا أمكن الحصول على الصورة الديكارتية كان من السهل إذن إيجاد 042 
0 


ولكن دورنا الآن الحصول على ف بدون التحويل إلى الصورة الديكارتية 
2 


التي يصعب غالباً الحصول عليها. مثل 
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2-1ام 231 
5-05 25 





02 1 سدم 
0+1 0 


2/3 . 


3م +1 ديو , 
وهكذا لذلك نورد المبرهنة التالية ؛ 


غ1 --2خ 


مبرهنة : ( مشتقة الدالة المعرفة بارامتريا ) 
"إذا علم المعادلتين البارامتريتين (4)4 -. (4)© -/ر لمنحنى أملس متصل 
© فإن ميل المماس الك للمنحنى عند (زجد)م هو 
م2 
4 
ع0 ا /_ _ 037 


ل ك0 
01 2 عل 


وقد اعتدنا استعمال الشرطة وذ أي “ل لترمز لك ولأن نستعمل النقطة 
26 


الترموان ا للدي 20 ولق الارقيسة أ أن 
0 1ل كل 
00 .. ددر 
2.1 
والبرهان يأتي مباشرة باستعمال دالة الدالة » حيث 
[ذ _ 01 انك _ عل نوك _ رك 
1 01/لال يتل 016 عل 
وللحصول على المشتقة الثانية » 
(0)_ الف بو 4د مر 
غ1 ]0 يال 0 


| :مج 


1 
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مثال (19) 
إذا كان © هو منحنى ممثلاً بارامتريا على النحو 
8عغ ,1-غ6-5) ديرو ,)8-3 حير 
أ) أوجد معادلة المماس ل ') عند نقطة بارامترها 2 -/) 
ب) أوجد النقطة التي يوازى المماس عندها المحور 2 أو المحور /. 





2 
ج) أوجد جل 
١‏ جل 
د) أوجد المعادلة الديكارتية للمنحنى 6 . 
الحل: 
( در 
2.1 
21-5 
كر 
32-3 


ميل المماس عند 2 -4 هماء 2 -(22-3)2 دير 7--22-5«2-1 دير 
معادلة المماس » ( -غ )بم - ,نو حير 

(2-) 2-- 7جير 
أي 0 -93+61+ع 
ب) بما أن > - ير 

7.6 
ب1) المماس // المحور 2 لما 0 - نز أي 
عند 0 2-5 
1-83 


29 65 
ا 29 65 
ا 0 4 
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ب2) المماس // المحور / لما 0 -غ2 أيْ 
3/02-3-0 
1+ -) 
أيْ أن هناك نقطتان يكون عندها المماس رأسيا هما ء 
(2,5-)-1-غ . (1<)2,5--ح-) 
ج) لاد 
2.1 
2-5(68)-(2-312ج) 00 
'[د- 32 
01 612-6-122 _ 
17 2أو 
66+30-6- _ 
1 مأو 
22+10-2- _ 
"1 ماد 
امت 
اماد ا 
3 
د) نحاول حذف ؛ من المعادلتين » 
زد- ادع 
غ5 )حير 
7+51+1 - 2 
(56-2 جز ) حير 


1536 




















52-2 جين حير 
1-(1+غ5 جنر )5 +ين - 
5025-1 رك 
231+59+5 +3 - 
(23+:5-1)9-:2و5-ج اج 
بكوم 
0 
بالتعويض في معادلة / » 


2 
تلت ور ل رتم ركبي 
21013 273 + 
ومنها 


3 وير (120-ئ102-ع) (5 سيرك -ي) - 23(7 جتر) (1جير) 
وهي المعادلة الديكارتية للمنحنى 
وشكل (55) يوضح بيان المنحنى . 





107 


تمارين 2-4 


من (1) إلى (20)» بفرض أن المعادلة تعين دالة قابلة للتفاضل 4 بحيث 

(4)3 دير »ء أوجد 0 
لل 

1) 2-10و3+ 22 

2 ور - ثبو 2- ثيرد 

3 5 - تو مور + 2 

4) 6 - قو برو 2 + مهرد 

5) 0- 2و4- تور3 - 26 

6( 0 حير + وو + ور 2 - شو غير + ثير 

7 9و 3للرو + 3الير 

8 16- ت3اضرب ثاثير 

09 3ل - نول +عالء 

0) 7 - رودل + شير 

11) 6- شر + بوول -ئ2 

ا تساك 

حي 

دمفة 

1 27-3 

2 +ع 

3-ي2 1 

5) بود 3+ شر - شرل دير 





0 )13 





2, 





14 


1538 








6 2-0 سير4 -ير2 ترب ضر 
17 1_1 1 الآ 
5 +2 04 6<" 
) “ار تم جد مر 
9) 62 - ترتوه- 2م ضرم تم) 
0) 1- شو - تير 


من (21) إلى (29) أوجد معادلة المماس والعمودي عند النقطة 72 


21) 16-0ختير ٠‏ (2,8-)2 
7 
٠ 00 0 1 )22‏ (2)2,3 
)0 5- تشيرب4- تر ٠‏ (1,3-)م 
4 1-0 تو عبر 2 . (3-,2)م2 
5) 27-مو3+ ضور ٠‏ (2)2,3 
6) 56- 2ر4 تير5 ٠‏ (2,3-)ر2 
27 72- 2ر4 برو ٠‏ (2)2,3 
38) 3-تير5-تبر2 ٠‏ (2,1-)2 
٠ 32-22-40 )29‏ (2)2,4 
0) اثبت أن معادلة المماس للدائرةء 0 0 +/283 +ع28 + م 00 


عند نقطة (2],1) على محيطها هي 
0 <ع جرزبر + نرم + لع + ود)ة جر بر جدود 

1) اثبت أن معادلة المماس للقطع الناقص 
0 << 2 , ا 


2ج 
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د 


2ج 


عند 10 ,ودام هي 
2) اثبت أن معادلة المماس للقطع الزائد 1 


ا ات 28 
عند القطة (زز ,)0 هي 1- الال _ كب 


* 
2ج 


3) اثبت أن إذا مر العمودي على القطع الناقص ( تمرين31) بمركز القطع 
(060) فإن القطع يكون دائرة . 


4) أوجد معادلة المماس لبيضة كاسينى » 


4م - تمه [ 2و + مر تم) 
عندما 2-2 . ١/6‏ -8 عند النقطة (2)2,0/2 


5) أوجد معادلتي المماس والعمودي للمنحنى 0 -:2ة3 - ثرو + نر 
عندما 2 - 8 عند النقطة (72)6,6 


6) كرر تمرين (35) للمعادلة “23 - مر تم 
2-2 ٠(1,1)م‏ 


أوجد النقط التي يوازي عندها المماس المستقيم #اح /( . 


في التمارين من (37) إلى (42) أوجد معادلتي المماس والعمودي عند النقطة 
المعطاة: 

(37) 6-1)ديرو , 6+1 دير 0 2>1>2- ععند 1-) 
(38) 6-1 دير ,1+ دعر (2>1>2.8- ععند 1--غ 
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(39 3 حير , 46-5 دعر 2 يرع) 4 عند ١‏ 2-2 
(40) 07 دير | عير كلاء) » عند 64-) 
(41) 3+4 دير , )تحير 2 0<) »عند 4 -ع 
 )42(‏ 6-2-1 بكر 21.6 عجر تم بسر 


عند 1--غ 2لا ء لز أكبر من 0 . 
(43) في التمارين من (37) إلى (41) أوجد الصورة الكارتيزية لمعادلة المنحنى. 
(44) أوجد النقطة على المنحنى - دير 602-184 دير 
يكون عندها ميل المماس أ) 2 ب)0 
(45) أوجد النقطة على المنحنى 4 + 2) دير .» 5006-3 دير 
يكون عندها ميل المماس أ) 4 )1ت 


في التمارين من (46) إلى (48) أوجد نقط المنحنى © التي يكون عندها 
3 3 
(46) )عل سير , الم تير . عع 
(47) عل دير , غ6- 36 حير , 0< 
(48) 6-5 دير, 8-ئ12 دير . جرع 
ع 1 
(49) إذا كان ) هو المنحنى ‏ ج--6 <بر ,ج22 دير 
1+4 ِ 
اثبت أن 0 - 9+ 2و4 + /زبر4 


(50) اثبت أن ٠‏ 25ل - ”بر واستخدم هذه الصيغة في إيجاد "يز 
26 


للتمارين من (37) إلى (41) عند النقطة المعطاة . 
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الباب الرابة 
مشتقات الدوال المثاثية 


في هذا الباب سوف نفحص النهايات التي تحتوى على دوال مئلثية 
ومشتقات هذه الدوال وعندما نناقش نهاية تحتوى على نسبة مثلثية مثل 
مزوء 00514: ©1806»: وهكذا سوف نفترض دائماً أن المتغير 2زء + أو 
6 هو :زاوية: مقاشة بالنقدين الذائزق: «ولسوف الآن: عن مبويهنات” الدوال 
التكلفية الهامة: 


4 


بند 1-4 نهايات الدوال المثلثية. 


مبرهلة 1 
0 > © مأو ووزلء 1- 056 رررز[ 
0ج6 0(ج6 
البرهان 





لتعتين. دائوة الؤبفدة '7]: كما في شكل 5 الم 

6 صاد 
(86) والزاوية © في وضعها القياسي 0 
المحصورة بين الراسم 02 والمحور 1,0) 


غارن انام دائرة الوحدة /] 
شكل (86) 
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ومن تعريف الجيب وجيب التمام 
المقابل المجا 
: جاور 7 
( الجيب - » وحبب التماهم- نتح أ" 
0 8 و جد مم 5 ويسم ان 
الوتر الوتر 
المقابل > الوتر جا 6- جا 6 أيْ ©5126 
والمجاور > الوتر جتا 6- جتا 6 أي 0056) نجد أن إحداثي النقطة 2هما 
(0056,5126)» ويتضح أن إذا 0 ج © فإن 0 ج 6 مذو و 1ج 2056 
ولبهان النهايفيق» نقول:إذا كان 00 فإن» 42 > 7/2 > 0 حيث 


7 طول القطعة المستقيمة 721/1 827 طول القوس الدائري من 4 إلى 
م 
من تعريف الزاوية بالتقدير الدائري: 

طول القوس 

نضف القطن 


2 


أيْ ٠‏ - طم 

0>5120 >©  نذإ‎ 

يتبع من مبرهنة السندوتش (الانحصار) أن 
لما 0 ج 6؛ 0 > 5126و >0 أي 


0 ح- 5116 111 
0)ج6 


وهو أول مطلوبء كذلك 


0كصذو - 1د ون[ - © وهك رجز[ 


0ج 6 0ج 6 
1-0-1ل.- 


انتهى الترهان: 


204 





البرهان 

بالرجوع إلى شكل (87) حيث () 
هي دائرة الوحدة» وبفحص المثلث 
040 المقابل 

ومن تعريف الظل - + 


1 
ةا -04) ج- 
وعم نا 
0ه ع زطارار شكل (87) 
ونلاحظ من الرسم 
مساحة المثلث 400 > مساحة القطاع 20/4 > مساحة المثلث 46007 
ولكن من هندسة الشكل» 


8 2 
م 





0 0 (0منه)() + - 1/1 0 - 40م 


0 حِِ (0هم)ز) - 240 01 - 40م 





دن 0 د 126و + اك ”5 1 
650 2 
١‏ 3 >1 
060 5116 
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0 


أو 0 ووون 


وحيث أن 1 - ©6056 جم3[ » فإن عندما 0 ج 6 
0ج 6 
10 


1> > 1 





5 كله . 
أي أن 1< ووز[ 
0 0ج 6 


انتهى البرهان 





(0+056) (560م0ع-1) 101 1 
(050ع+]) 0 0 0 0 


2 1- 0 

ل 

0 زو 59 

ير 
510 ب 516 








0 -: 
06# 01ج م8 © جم 











مثال (1) 




















أوجد النهايات الآتية : 
5115 9 مها 
1( حا 2 1 
مجم 0 0جم 
ع 3-305 +2 000 1-0512 000 
( ملا 4) نا 
41 0جير :لجان 
الحل: 
١5‏ (12)50و 5 .| 5156 1 
1110 ع 11 
)56( 0002 0 0ج 
5150 3 
110 سدع 
0 ج25 
ا 
2 2 
0 1 6ه 1 ب ©22] 1 
060 6 000 40 0 
1[ 1 1 
دح جو ]يا اح 
4 4 4 
عز 205 -30)1 ب 253-3005201 220 
3 اهمع ةرج )يوز - 10 
2 مجر 4 :41 مجع 
1 1 
--[(2+30)-- 
2 فد 1 
4 ع« “ومع -1 2.0 ا ومء + 1)( ومه -1]) .._2اومه-]1 1 
( ومع + 1) تر 00 (« ومع + 1) ير 000 .1 000 
عد لذو ١‏ 
0 - 
(:<وم» + 1) ا 60ج6 
اد 0ك 
2 1+1 
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مثال (4) أوجد النهايات 








غ1 05© : 0 ذه 63 
( ]1 2 ر---- للا 
7-2 20 طآد مجم 
0 
غ1 وم 2 + غير 1 ©2656 
حت [[11] 4 1131-5 
( 01 لحي | د 


الحل: 


4 1 
ا 2 ال 0 


1 
-+غ أومن 
3 ا ]1 605 


]| - 
أ 0ج])] 


71 : 
34 6 -1 إذن» 





]1 
2 وير 
2 


2 
! 71 
2+ أومه زاويتها منسوبة إلى تتحول إلى 5121 ولكن 5 في 


7 5 
5 -86 3 --1 
2 


الربع الثاني ©0056 سالب 








ماده ., 5 
1-- مم[ - النهاية 
0)ج] 
3 3 
0 -6 ب #طهةةا 0 . 
2 جدوونز] < ب - رون 11 
00 0511ج860 © 51 0جم 
0 
ليوو - 
090 0512ج6 
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١ 1‏ 
60506 0 وج اذا 








00 - 
5 5 
1 
0 و  0220(‏ 2058 ا رون 
0+1 1" .د 
1 
2 7-6 


000 - 
1+ مر مجعيعر 0 





| -]انخع + ماله 5 


2 مجع 


غير معبنة - 
( غير معينة ) 0 


(« - ال ع + الم) (ع« - .عر + الماصذة 


دح جا .. («ددال.-ع جامامة 
2 0 (ع -ال.-ع + اا 
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0( - امير ا/مامة . 
| 


مجع 
11 
مجع 
11 
مجع 
































النهاية الأولى نجد أن بوضع 
ع« -1/ -يعر + 1/ء - يا 
فإن 
0 > جنا 
)جع 
أيْ 0 ج 2 تؤدي إلى 0 ج 1 
511 
[1- -- رورن[] 
1 مجن 
والنهاية الثانية» نضرب في المرافق» 
1 يد ] بشع عه !] ايد جرح ] ابد ور كك ]ايد 


عدت ]دعر + ليه 2 سنا 

2 (« -1)- نع + ) 5 

5 ]ا -ع + 1لمأد مجير 0 ا -ع + 1لمأد 0 
2 2 


م ا 
(ع - 1ل -عد + [لماصذة ١‏ 
11 


2 مجع 


إذن 1«1-1- 
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تمارين (1-4) 


في التمارين من (1) إلى (38) أوجد النهاية إذا كانت موجودة. 

















)1( 5--- ذا 
0511ج2 
0 لصتو 
)0( لجل وو[ 
((20) 00 
0 6 
)5( 01 
0م مج606 
3005-3 
7( 1 
02 0ج 6 
517/1 5111 
)0( 11 
141 205 مجم 
عد أيء ماه . 
(11) ون[ 
2 مجع 
رومن + ل 
(13) 2-5 005 1 
ص 0جعر 
60051 
(15) م ررول 
121 - 1 لمجم 
1-051 
(17( 111 
لاه لجع 
(19) 3 13 كد 
ع 5111 0مجنيعر 
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5111 22 


ج1111 
1 0جيعر 
121 +21 2 . 
بل وول[ 
ا 0مج] 
1-531 220 
م وول[ 
أ 0مج] 
1+ بر 
كعك 1 
ع4 “مذو 1 
كتج 11 
3" 56 .3 0مجير 
نا مزون 3 + 42 
5 ما 
0 مجلا 
ص -ع 5005 0 
06 
:213 


0ج 6 
51111 





111 
051 + 1 لمجم 


1 
عد 5111 





1110 
2 0مجيعر 


101 11111 
0ج 














0031 

















(22) *عقه “11 مطنا 
0ج 
1 5 
(24) ملم 111 
2 موجيعر 
1 5111 
(26) ممنا 
2-7 عرجير 
(1+ع )ومع -1 
28 1110 
[25) د د [-جير 
(30 لدم 
ع 5111 0مجنيعر 
: 02 : 
21 طاو +ع 122و .2 
(02( لا 
24 مجع 
عر “ومع -1+ 2ر3 ١‏ 
)34 5 1لا 
ع2 511 مجع 
05-1 
(36 <- ونا 
ج217 (جبير 
(38 (1-عدعوءأة مورزا 
مجع 
اوم 
3-غ213 
10-002 


0 ((2-3) 7 امن 


7 0 
1 
5+ يمه 
(23) لبون 
2 مجع 
(10)3-2و 
25 د الك 161 
١ )‏ 6-4 1 
دَجعر 
3 
2 ).. 
6 +يرذ- |51 
)27( مجك مما - 
ع2 تير 2ج 
2-2-1 /داطاة . 
(29) ا ١‏ 111 
(3-ع) 3ج 
عد كمزو + بر 
)31 تب 1 
12 4132 (جير 
32-2 +2 2005 
33( 1 
3 0مجير 
ط1ا5 2 2 . 
035 11 
ع[ 205 - 1 مجعير 
7-1 ع56 
(37( 11 
ص مجع 
020 
(39 010 
عنة النقطة “7 حي 


212 


21-3 























بند 2-4 : تفاضل الدوال المثلثية 

الآن نستطيع إنشاء المعادلات الخاصة بتفاضل الدوال المثلثية حيث 
نحتاج زيادة على مبرهنات البند السابق أن نسترجع بعض المعطيات المثلثية 
الهامة. ومن المتطابقات التي استخدمناها في البند السابق مجموعات هما. 














0 1 5110 
المجموعةه الأولى: دع ةا » دع 01 22 
1 605 73 131 
دعر ع6ع25 هيز نون 
1 05© 16 5110 


والمجموعة الثانية: . , + “60و -عر 07ة +1 
1 ع عون دير “أون + 1[ 
ونضيف الآن متطابقات الزاوية المركبة من مجموع أو فرق بين زاويتين 
المجموعة الثالثة: 8 مزد4, 5مه +8 05ع4, مذو - (8 +4 )ذه 
8 صتمق مذو +8 ومع4 وم - (8 خك4 )وم 


8 ةا 41ل الها -(8 2 )مه 
8 تداك 50 +1 
وبوضع / -8 - © نحصل على 
المجموعة الرابعة: 06 25120 - 51220 
0“مزو - 0520 - 20 وم 
5 200520-1 - 20 وو 
أو 0 “مو -1- 20 وم 


ويمكن كتابة المتطابقة الأخيرتين في صورتين هامتين 
٠ 00526 - 0 »0520(‏ (0520ع- 0 - 510760 


وسوف نبرهن الآن في المبرهنة الاتية 
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مبرهنة : ( مشتقات الدوال المثلثية ) 


بآ لكا 62و - 00 56 0 ةف 2-0081 0 مزة) كك 
01 0 





1 
بآ 001 عوه - > (يزعون) 3 ب #اضزة- ‏ لرومه) - 
49 0 
ددعو ساح 0 2 , ع “نعو - 0 مة)) 01 
البرهان 
من التعريف 
(«) درم جع)1 20005 
11 مجر 


عمزو- زم +ع)مصزة . 020 
1 - )1 مزة) د 
11 مجر و4 
ع مذو خطماة 5مك خطومع5 ملو . 
00 - 
11 0ج 
طمروع ومء + (1 حطومه)5 مو . 
بابب ب يي 0 
11 مجر 
طماة (ا[حطومه). .. . 
احير ومن + عط حي 111و ون11] ح 
مجر[ 





طماة ‏ . 20005 ' 
ون1[[ 2 005 لل 110 لاه ح- 
0ج[ 0ج[ 


2٠:0 + 05 01‏ مأو - 
1 0 
دق 0512© دل مذة) - 
01 
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وبنفس الطريقة» 


عدومء -(ه +ع )وه0ه ‏ . 01 
1 - )0 005) د 
11 مجم 4 

عا 205 -آ5[1 مذو ل+طوم»ء* وم 


11 مجم 


1ه بر ينها للقت رومن 5 
1 1 5 


لطتاة 


1[خط 05‏ . ش 
111 205 + لل رن[ 2 1ه ح 
مج[ 0ج[ 


(5)1 مذو -(0) 005 - 





إذن 
٠‏ 0 
1 1ه - - 09 05ع) - 
01 
وكذلك 
عا ماد ) 0 0 
مي 
(5 صتى)؟ مذو - ل 5ه»)5 205 _ 
:1 و20 
1 عد كمذو جيعر “ووم _ 
:1 “وم :1 7و0 
:1 “عمو - 
إذن 


0 
2 و - )ا مها)- 
01 
ولإيجاد مشتقة قاطع الزاوية» نكتب أولا 





500 26- 
005 
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إذن 











0 
حتدرح 0 06 مض 
ع و0 عل 0 
1- 
) 51 م( : 
1 0055© 
5111 
ب« دوم 
1 5111 1 


قر 2ون 005 


إذن 
3 71210 566 - 00 ع5 2 
0 
وبنفس الطريقة 
1- 1 /0 0 
1 005 حت : -0زءوه) - 
عر كمزو لع ماى ل 0 
051 1 8 
5101 5115 
011 050178 سدح 
وكذلك 
عا 605 ٠‏ 605 - (ا مزه -)ر هزد _ 0512[1» /) 0 وه 01 
عد لزه ع ملى أل 0 
١ - 2‏ “و00 جير “زو 
غ1 “050 دح 5-- 0-8 - 
1 5117 1 5117 
انتهى البرهان. 
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5 07 1 له 05 _ 
0 1 مله +1 

الحل: 

(دل. وم) رن مزو+ 1) -(دل. وم) 0 مذو + 1) _ نوك 

0 صو + 1) 0 

[3 605 ]| /+ومن - 6 2 5111 1 مزو+ ]) َ 
3 مزو+ ]) 
عذأد مذو مذو + /د مزه 
غ1 605 /رد 6085© - 2 - 3 - 
0 صنو + 1) 
| 9 د و00 جز لد + عز د لازو ملو دير مذه) 95 
0 مذو + 1): /+2 
مثال (7) 
أوجد 2 39 مما +2)1 عهو دير 
لل 

الحل: 

ع ةا ١52‏ 132 + 1 1 سطس ادههة اه 

عد هه + 21/1 5 

|« مها( مها + 2)1 جع 2عهو) تت ب 
3 1307 3 + هه 2 + د ©©5 _ 
1 موا + 21/1 1 
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مثال (8) 
0 
لل 
الحل: 


أوجد 2 عد “مها 2005 زو +0 65 511 ا 
. م0 
31 605 + 510 -) أل 200202 َّ 00 
0 
213 )/ م 7+ (0« 51 )2 ماوع لز 2005 2205 + 2005 5111 ( + 
0 


|« “زو دير ممم + 0 و0( ملو -ع] 005) - 
1 


دا 2 + 5005 1ه ل 


مثال (9) 


إذا كان 2 +ع | 5 
/ا ماوع +نز ) 2 


أركة بسطائلة المينانى: غنك التقطلة 8 
2 
الحل: 
يفضل ضرب الطرفين والوسطين لنحصل على 
0 عديز ماوع +يق , زو ة قار -7ز 712510 + ص 


أي 0عدير , 0عدير 
فأكئل بالنسبة إلى + 


(ا 05ع/ز +ع مو ل 0# ح 707[ ومععدر +[ لاوما +[ م1وع 37 + 3277 2 
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1 له نير 095 -77 511 دي 2/ 
: 1 
/ا طاو -20 01005 0 0 


71 ' 

/ز مونل ومعير +1) - 
مححبر 

2 39+ 51 77+ 227605 [7 0 4 


5 


2-2 








8-0 
1 
58 المماس يوازي المحور 22 ومعادلته.» در 
مثال (10) 
5 0( 
أوجد ب 4 0 
ل 0-2 2 
2 
0 + 07دبر ٠.‏ 0مزو-6حير 
الحل: 
60ززة 2 - 26 دز 1 3-1-0 
0 +2 -ز , #6زه -<خ] 
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#ذوز 6 صنو - 6) -( 050 -1)( 0560 -]) 
“(50م -1) 
(0صذو- 00)6زو- “(050ه -1 
“(1-050) 


2- ز/ر) 


- زبر) 
5 


3 

(0منة- 0060 منة- “(050ه-0) و 
((560مع-1) 

5-1 1- ة(0-] 

د | تزه-م 


)1-0(* 


12 
4 


2 
أ 


0-5 
2 





ا 
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تمارين (3-2 


اوجد المشتقة الأولى في التمارين من (1) إلى (53): 
1( ا 5م 4 - (ر 1 
2 )مها 7 -(11)0 
3 7 - (0)017 
4) ع منوع -ل1)2 
5 ]ا 005 2 دعر )1 
6( ]3 لوز - مير - عار 
( 


22 5110 ل 1 


ا -1 
- زع 
ادوم 
9 5121 - )ع 


ل 








(5 








( 
1) 07406 0660 20 -(0)0 
12( 0 ها 3ه - بوعهو 302 - (ين):1 
0052 -1 
13 دل)1 
١‏ 1 005 +1 8 
68 205 
14 -( كا 
١‏ 6 مزه -1 )6 
1 
5( لتل ب -ترع#)ع 
غ23 21310 5112 
ةا 
0م 00 1 6005 
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17( 1 601( عوه جعر) ل )8 
8( “(نومء + و صزة) -(1)0 
9( -_ -(م)1 








1+ 
0 001 
1-09 
9 اموه 00 
561 


2) (د صنو -ع صها)ل عوه +ع أمه) - )11 


1)2( - 1+7 


0-5 
دي 


( 

( 

( 0 
04) 330 و65 -(11)0 
١ )05‏ )4 مزة - (عر) 
06 “(60)22+1: - 2 
7 [4+ 2|ءىى -(1)4 
8 28 - )غم دز 
09) [3+ )مه - ( 
0) 0 اه 120 
01) 60 ذمها -(ه)ع 
02) 325 موه -(2) م1 

( 


١ 33‏ ل -(11)4 
04) 0631 قير - ر)نر 
5 داوم 120 
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من (54) إلى (61) أوجد - 
01 


0 0 مم -(0)م7 
4 لمعو “لا -<(ه)81 
5517م -عز5 مزة) - )21 
(2+1) )من 120 


“(3 +ع 0)2 مذو - لداع 
60054 - )1 





41 مزه -1 
:3 “عمو -ير3 “متها )1 

(20ءهو- و2 هها) - زماط 

عا مذو + عد رد مذو -1)20 

ع8 - 3/3 مما )1 

21 5م -24 15و/ء )1 
0040 -(0)4 

0 + 4 

1+ رادها 1+ مدل -(د)ع 
1 +ع 4ل. +ع دعوو - (: )1/1 

3 “عو +04 - راط 

20/6051 “مذو )1 

31 صو +ع 3 - عار 

عد “مذو 120 


0 





4) [1حيير جير -ز3 21 
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5) (نود)مذه دعر 

56) (توداءوه دير 

7 برعوو كر - 1+ فر 

0 - 200517 )8 

' )9 

0) 1 ا يق منول + غير 
( 


61) 2397 -دعر4 نز أن 005 


2) أوجد معادلة المماس والعمودي للمنحنى 
0 -4 حمر وزو تبر -جر4 + “بر4 عند النقطة (52)1,0 
2210 
ا ايت و 
37 ومع تير - 1 
0 


4) إذا كان 151211 - 3 ١‏ فسا 
01 


5) إذا كان 272 >2 > 0 , عز ومع 2 +22 ومه > (1)30 
أوجد النقط التي عندها المماس أفقيا. 


3) إذا كان مر ذه © مر أثبت أن 


4 2 
6) إذا كان ع4 ذمما حير أثبت أن لوه أي إقدد م 


7) أوجد معادلة المماس والعمودي لمنحنى الدالة 4 عند 2 0 
أ) عدءهءةو - )1 
ب) :< امه جيز عوه - (1)3 


8) أوجد النقط التي يكون عندها مماس (2 )97 أفقيا 


أ) 2# > > 0 , عر صرو +ع وم -(1)2 
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ب >2 > > 0 ,ع مو -ئ ومه -(1)2 
ج) دي عاعهو +ؤ عو - (1)2 


د عت عدطها-ئ ءهء25 -(1)2 


ه) عزوم 2 +ع -(1)2 
و)2 صنو جع -(1)2 
66) أوجد معادلة العماين :و العمودى على 0 عند َ-ْ 


) 2308102127 انمره 1-2 


ب) 22 >1 > 0 , 1+3مأة 9 , 0051-2 -2 : 


ج) >2 > ] > 0 , ) أمنو دير , ) أوو دير 


د( كلع ] , 5101) - 7[ , 0051 -] دير 
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ات 


البان الحامس 
الحدود القصوى للدوال 


بند 1-5: الحدود الق للدوال 111111015 01 1001211 

إذا كان شكل (88) يمثل كمية فيزيائية /ز مثل درجة الحرارة أو مقاومة كهربية 
أو ضغط الدم أو مقدار مادة كيميائية في محلول أو غيرهم وتغيرها مع الزمن 
. في الفترة [طبه] 





شكل (88) 


يتضح من الشكل أن نز تتزايد في الفترات [ ,© ,2]» [ :© ,2©] [65 .ب2] 
ومتناقصة خلال الفترات [ © , 6]» [ ,© .:©]» [ م ,.0] وثابتة في الفترة 
[.مه] 
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وهذه التزايدات والتناقصات تحدث في جميع الدوال. وفيما يلي نعطي تعريفا 
ذقيقا معدن الايد و التذاتسن. 


تعريف: ' إذا كان + دالة معرفة على فترة 1» 1ء 52 عددين في 1. 
فإن: 


ب- 7 نناقصية على 1 إذا كان ( )1 <(ئد)1 عندما 32 > ا . 
ج_ 71 ثابتة على 1 إذا كان ( )1 -(7)3 لكل دء د. 





وشكل (89) يوضح بيان التعريف السابق. حيث نرى في شكل (89-ا) أن 
الدالة المتزايدة بيانها صاعدا كلما زادت 2 . 

وفي شكل (89-ب) أن الدالة المتناقصة وبيانها هابطا كلما زادت كر. 

أما شكل (89-ج) فالدالة ثابتة وبيانها مستقيم أفقي. 


أ- دالة متزايدة المنحنى صاعد ج- دالة ثابتة مستقيم أفقي 
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إذا رجعنا لشكل (88) وركزنا على الفترة | به ,©] نجد أن الكمية الفيزيائية 
تبلغ أكبر قيمة لها (نهاية عظمى) عند و0 وأصغر قيمة لها (نهاية صغرى) 
عند ره . كما توجد قيم كبرى وقيم صغرى مختلفة في الفترات الأخرى. وإذا 
اعتبرنا الفترة |2,5] بكاملها نجد أن النهاية العظمى تحدث عند و0 . والنهاية 
الصغرى عند 2 . ولذلك نعرف النهاية العظمى والنهاية الصغرى لدالة 7 
على النحو التالي 


تعريف: إذا كان 7 دالة معرفة على مجموعة 5.من الأعداد الحقيقية» © عدد 


في ود 
أ- (4)6 تكون نهاية عظمى ل7 على 5, إذا كان (:)4 <(7)6 لكل كر 


فيو 
ب- (2)6 تكون نهاية صغرى ل2 على 5.ءإذا كان (7)3 > (72)6 لكل 
اق ا 





وشكل (90) رهص الحياية :العطسن .والدهاية اهردق النيضن اتتكال مشصنياك 
الدوال. ويلاحظ من الشكل أنه في الفترة 5.. 

يكون لكل منحنى نهاية عظمى أو نهاية صغرى (72)0 أو كلاهماء 8 © 0. 
وهذه القيم القتصوى (عظمى أو صغرى) قد تحدث عند نقطتي نهاية الفترة أي 
عند 8 أو 5. إذا كان (©)2/ نهاية عظمى نقول أن 2 تأخذ نهاية عظمى 
عند ©. والنقطة ((1)6 09 هي أعلى نقطة على المنحنى. 

إذا كان (7)6 نهاية صغرى نقول أن 72 تأخذ نهايتها عظمى عند ©. 
والنقطة ((7)0 ,©) هي أوطى نقطة على (12 )97 . أحقانا نسمي النهايات 
العظمى والصغرى بالقيم القصوى. 

القيمتان العظمى والصغرى لدالة # في نطاقها تسميان القيمتان العظمى 
والصغرى المطلقتان. 
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نهاية عظى (1)0 عند (0,3) ]1 نهاية عظمى (1)0 عند 0 -] 


نهاية صغرى (1)0 عند 6 -عر نهاية صا 1 نهاية صغرى ()1 عند 8-0 


نهاية صغرى ()/ عند (08) 7 
0 | نهاية صغرى (1)0 عند 0 -] 
نهادٍ عضمى ([1)8 عند 6 -غ لايوجد نهاية عظمى 


0 
نهاية عظمى ([2) عند 2 -] 


نهاية صغرى : لايوجد 





شكل (90) القيم القصوى 


230 


مثال (1): 
اوجد القيمتان العظمى والصغرى للدالة # في الفترتين (1,3) - |5 » 
(3,2-]- وى عندما ##ر-9-م/ 





شكل (91) يوضح بيان الدالة في كل من الفترتين. نجد أن في الفترة (1,3) 
لا يوجد أي عدد © في الفترة (1,3) يكون عنده )1 نهاية عظمى أو 
صغرى أما في شكل (91-ب) نجد أن أعلى نقطة هي (0,9) ويوجد عدد 
0 -0 تكون عنده الدالة 9 -(42)0 هي القيمة العظمى. كما يوجد عدد 
3- -ن يكون عنده 0 -(3-)72 هي القيمة الصغرى. 

ولنتطيع القول أن أي دالة 2 إذا كانت ستضرء: في الفترة المعلقة: |22 ]| 
فإنها تأخذ قيمة صغرى وقيمة عظمى على الأقل مرة واحدة في [2,5]. لأنه 
إذا كان (1)2 ٠‏ (7)5 قيمتين معرفتين فإنه حتى ولو لم يكن هناك عدد © 
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في (2,5) تكون عنده (6) قصوى فإن (8)/ » (1)5 ستمثلان القيمة 
العظمى والقيمة الصغرى. ففي شكل (92) تمثيلا بيانياً للدالة )1 
في الفترات [1,2-]» (1,2-]» [1,2-). | 

ويوضح القيمة العظمى والصغرى في الفترة [1,2-] هماء ذ-(00 
صغرى. 2 -(1-)7 عظمى. 

وفي الفترة (1,2-] القيمة العظمى هي ا -)2 ولا يوجد صغرى. 


أما في [1,2-) فالقيمة الصغرى هي د40 ولا يوجد عظمى. 


تعريف: إذا كان © عدد في نطاق الدالة 1 » 

(15)0 تكون نهاية عظمى محلية ل 7# إذا كان هناك عدد © بحيث 
(1)6 >0) لكل :: في (5,ه) أي في نطاق ". . 

ب) (©)4 تكون نهاية صغرى محلية ل / إذا كان هناك عدد © بحيث 
() <()م لكل » في (,ة) أي في نطاقها. 





232 


وشكل (93) يوضح النهاية العظمى المطلقة عند © أي (/4)6 مع وجود 
نهايات عظمى محلية أخرى (و7)0 » (2)65 ٠‏ (66)/ . والنهاية الصغرى 
المطلقة عند ,© أي (4)©4 رغم وجود النهايات صغرى محلية أخرى 
(ي6)؟ ٠‏ (م1)6 . 


1 
3 
1 
: 


م 





شكل (93) 


وعندما نقول النهاية العظمى أو النهاية الصغرى دون ذكر محلية أو مطلقة 
إنما نقصد النهاية العظمى المطلقة روم والنهاية الصغرى المطلقة زم . 
ويلاحظ أن النقط المناظرة للقيم القاضوى المحلية يكون عندها إِمَا المماس أففيا 
أو أن عندها ركن (ناب). أي أن الإحدائي كر عند هذه النقط إما المشتقة 


تساوي 0 أو غير موجودة. وهنا نورد مبرهنتين: 
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إذاتكان للذالة © قيمنة قضيوى منطلية عنه © افن فتزه مقتوحة»:فإنه إن 
0-( )1 0 )1 غير موجودة. 





وينتج مباشرة أن» 
إذا كان )1 موجودة. 0عده)1 فإن )1 ليست قيمة قصوى. 


مبرهنة (2): 

إذا كانت / دالة مستمرة على فترة مغلقة [2,5] ولها نهاية عظمى 
أو صغرى عند © في الفترة المفتوحة (2,5)» فإنه: 

إما 0 -(72)0 أو (2)0 غير موجودة. 


تعريف: يسمى العدد 0©» في نطاق الدالة 2 » عددا حرجا ل 1 


إذا كان 0 -(42)6 أو (©)”42 غير موجودة. 





ولإيجاد القيم القصوى لدالة مستمرة 7 نتبع الخطوات الآتية: 

1- أوجد جميع القيم الحرجة ل / في (3,58) 

2- احسب (2)6 لكل © أوجدتها في (1). 

3- احسب القيم الحدية (7)2 » (1)5 . 

4- النهايتان العظمى والصغرى ل / على [2,5] هما القيمتان الأكبر 
والأصغر لقيم الدالة المحسوبة في (2)»: (3). 
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مثال (2): 
اوجد القيمتان العظمى والصغرى للدالة 12 » 
5 >2 > 4- , 54 - 2 - نر )1 
الخحل 
نبدأ بإيجاد القيم الحرجة فنوجد ()”7/ » 
- 62 - )1 
(و- ا - 
(3+ع)(6)2-3 - 
بما أن (2)3 كثير حدود موجود لكل 2 8 فإن القيم الحرجة هي فقط 
التي تجعل 0 -()/ . أي 3- و 3. 
ولما كانت 12 على [4,5 -] ينتج أن القيم العظمى والصغرى هي من بين 
(4-)2 ». (3-)2 ء (2)3 ١‏ (1)5 وهمء 
8 -(1-4 
8 -(3-)1 
اله 2 
--(16 
فنجد أن النهاية العظمى هي 108-(3-)2 عند القيمة 0 3- دير 
والنهاية الصغرى هي 108- -(2)3 عند القيمة الحرجة 2-3 . 
شكل (94) يوضح (1 )87 . 
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مثال(3): 


إذا كان» فنع اد زر #أرحف النياينيق 'العظيئ: و الصسيفوئ: هلن 
الفترة [0,10] ووضح بيان الدالة. 
الحصل 

2 
00 2م |- تلم 007 
0 عند (22): كعد أنه 

(قيمة موجبة أو صفر) +3 -(1)3 
أي أن 3 <()4 وما عدا 2 -2 فإن 3 <(2)3 نستنتج أن القيمة الصغرى 
للدالة # هي 3-(1)2 ومشتقة 4 هيء 
4 “9 4 
2 عد عا و لس كار (2-عا -زم)”/ 
5 (3)0-2 
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إذن القيمة الحرجة الوحيدة هي 2 -: في الفترة [0,10]. 
والقيم الحدية 
2 
2(5-)3+2-(1)0 
4- 3 - 
5 دح 
2 
3+200-2(5-(100 
2 
3+28(5- 
1- 
. الدالة لها نهاية عظمى 11 -(2)10 ونهاية صغرى 3 -(72)2 وبيان 
الدالة موضح في شكل (95). 


1 
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ونلاحظ أن 
م - ل:)”/ ممنا 
2م 
+ - لع)7 حصنا 
37 
ولما كانت 7# مستمرة عند 2 - رء ينتج أن المنحنى له ناب عند (2,3). 


مثال(4): 
اوجد القيم الحرجة للدالة # » 

4-/3-(5 +ع) )1 
اتححة 


الم لوم ال 


الإمسمد للقت زوبي 2 
5 (4-)3 
[(4 )6 +5 + ](5 +ير) 
00 
(5()7-19 +ع) - 


2 
30-45 
57 ' 1 ' 
ولذلك فإن 10-0 عند 22-5 > - و ()”/ غير موجودة 


عند 4 عع . 
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مثال (5): 
اوجد الأعداد الحرجة للدالة» 
> >< >0 , ع “وم 3/2 +ير “مزو4 -(2)2 ثم أوجد النهايتين 
اكلم و الكو 
الختدلة 
الدالة معرفة لجميع قيم [0,2| جعر. 
( صنو -)< ومع 6/2 جعر ومعع “مذو 12 - ( )"1 
[2/. - 511 22 25 مطلو6 - )"1 


كذلك (:)/ معرفة لجميع (:,0) © . بقي بحث متى (:)1 تساوي صفرء 
0 -[2/, - 5111 202 95 6511 


' : 0 1 

د أو 0 -2 0605© أو 0 -5 512 

5 76 72 3 

ند وت كين الو جح كيز أو 07 خيد 

: 2 4: 4 

0 72 3 5 7 2550 

.٠‏ لوح - 7 ا 
ديف 4 ”7 


وقيم (6)7/ المناظرة هيء 
ار 20 


. النهاية العظمى هي 30/2 -(2)2/ -(2)0 » والنهاية الصغرى هي 


م | ٠‏ (شكل (96) ) 


239 
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تمارين (1-5) 
من (1) إلى (4) وضح بيان 7 وجد القيم القصوى في كل فترة 


)1( 2-2 - )م 
أ-  ]2,5[‏ ب-(0,5] ج- (2)0,2 د- (0,4) 


© 4- :»)2 - )م 
- (0,1] ب-(7,2)- ج-[0,2) د-[0,9| 


(04) )7 ) لرعع 
من (5) إلى (10) أوجد القيم القصوى للدالة # على الفترة المعطاة 


)5( 22 - ترم - 5 - )1 ٠‏ [3,1-إاععر 
(6) 1>«>3- , 7+ع1)8-322-10 
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في التمارين من (11) إلى (36) أوجد الأعداد الحرجة للدالة. 


1) 0 )11( 








دم كدمم 

4 +51 
05 2م - ول(ةحهعر) - راو 
14 5- 23/2 120 
5) 2-1 (1+ب4) <رن)ر 
16) 4 تير (22-5)-1)200 
يي 1-5 
8) 64- شل -ق)م 
0 تو ديت تم د نع)1 


)13( 

)14( 

)15( 

)16( 

)17( 

)18( 

)19( 

(20) 32 - كير - ()1 
(21) 7سع42- 56+ 6+ د )1 
(22) 

(23) 

24) 

)25( 

)26( 

(27 

)28( 

)29( 


2) +4 جير20 - تبر + 2 - زر)1 
3) 2+1ّزة - ران 

4) 2 + م3- 2و4 - ()1 
5) 46مزو + 2/36 - (5)0 
26 شد )0( 


]1 ماد -1 
7) 351023-61 -عر 7ومء8 -(1)2 
8) 20051 +21 511 -())ع 
9) + “وم 31/2 + م “وزو 4 )1 
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0و - 05260 -(1)0 





(37) إذا كان || -(3)م أثبت أن:0» هو العدد الحرج الوحيد وأن (1)0 
هي نهاية صغرى محلية ل-/ وأن بيان #2 ليس له مماس عند (0,0). 


(38) اتبت أن 72 ليس لها قيم قصوى محلية وأرسم بيان 7 . اتبت أن 42 
مستمرة على (0,1) ولكن ليس لها نهاية عظمى ولا صغرى على 


(0,1). 
|5 رم - )1 ب- 1+ ثر - وع)1 
(39) اوجد الأعداد الحرجة والقيم القصوى للدالة #2 » 
1 كير >0 , 2 
معيةه.. ار كاوه إاضياده 
0 1-نوم 
023 (4)2-2- (2-)3 
4 > >3 , “(2-4) - 
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بند 2-5: ميرهنة القيمة المتوسطة 3ع 111201 ١721112‏ سدء751 112 
لمناقشة مبرهنة القيمة المتوسطة للعالم لويس لاجرانج نبدأ بمناقشة مبرهنة 


مبرهنة رول: 12ع:1122601' 120116*5 


إذا كانت م مستمرة على فترة مغلقة |8 ,2] وقابلة للاشتقاق على الفترة 
المفتوحة (2,5) وكان (72)5 -(3)/ » فإنه يوجد على الأقل عدد واحد © 


في (0,ة) بحيث 10-0 1 





والأشكال ( 97 - أ؛ ب؛» ج) توضح صحة توقع رول. 





البرهان: الدالة 8 لا يمكن إلا أن تكون واحدة من ثلاثة أنواع. 


1 120 لكل كفي (2,5). وعندئذ # مقدار ثابت 


الأول : 
و 10-0 لكل 2. أي لكل 6 في (8,5). 
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الثاني: (1)2 <1)20 لقيمة معينة 1 في (5,). عندئذ تكون النهاية العظمى 
ل * في [2,5] اكبر من (2)8 أء (4)5م ومن ثم يجب أن تكون عند 
عدد معين © في الفترة المفتوحة (3,5). ولما كان (42”)3 موجودة خلال 
الفترة (,2) نستنتج أن 0 -(7”)0 . 

الثالث: (4)2 >()4 لقيمة معينة ا في (2,5). وفي هذه الحالة القيمة 
الصغرى ل 7 في [2,5] اصغر من (7)2 أء (14)5 ويجب حدوثها عند 
عدد ما © في (8,5). كما في ثانياً: 0 -()1. 

انتهى البرهان. 


نتبجكه: 

إذا كان 6 مستمرة على الفترة [2,5]» (6)/ -(7)28 » فإن / لها على 
الأقل عدد حرج واحد في الفترة المفتوحة (2,5). 

البرهان: 

إذا كان "4 غير موجودة عند © في (3,5) فإن © هي عدد حرج. كما 
وأن إذا كان “4 موجودة في (2,5) فإن» من مبرهنة رول» يوجد عدد 


حرج. (انتهى البرهان) 
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مثال (6): 
إذا كان 20+30 - 6ر4 - )1 
اثتبت أن م تحقق مبرهنة رول على الفترة [1,4] وأوجد قيم © الحقيقية التي 
تحقق 0 -(6)/ . 
الحمل ( شكل 98) 
4- 4-20+30 -(1)1 
- 30 + (20)4 - 4)4(7 -(1)4 
4- 64-80+30 - 
(7)4 -(1)0 
بما أن م4 مستمرة وقابلة للتفاضل 
كونها كثير حدود (6)4 -(401 
إذن هي تحقق فروض مبرهنة رول شكل (98) 
على [1,4]» 0-(2)2/ , 20-::1)20-8 





20 


سس ش عورا وى 
58 


ص احم 


إذن 


و 1 : 0 
3 2 2 
5 : د 00 5 
وبيان 4 هو قطع مكافئ موضح في شكل (98). وحيث أن 3-0 . 
ف فسلن اتاد درل [5.5) 


على الرغم من أهمية مبرهنة رول نفسها إلا أننا نعتبرها خطوة لاستعمالها 
في برهان وأعمدة من أهم أدوات الحسبان» وهي مبرهنة القيمة المتوسطة. 
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مبرهنة القيمة المتوسطة: (2دع:01©) عنداله؟ دسد»721 ) 


إذا كان '/ دالة مستمرة على فترة مغلقة |5 ,2] وقابلة للتفاضل على الفترة 
المفتوحة (0,ه)ء فإنه يوجد عدد 0 في (3,6) بحيث 


(2) حرط)1 - )م 


0-8 
أو الشكل المكافئ» 


(ه-م) (ه)”7 <(م) -زم) 





- 1 
لها! -لطا م ىر 
6-8 
ميل الوتر بين النقطتين ((4)2 ,8)» ((4)5 ,6) والنقطة 7 على المنحنى 
هي نقطة ميل المماس عندها ((0)0”+ ) يوازي الوتر المذكور. 


شكل (99) يصور بيانياً مبرهنة القيمة المتوسطة حيث 
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البرهان: 
معادلة المستقيم الواصل من م2 إلى 0© 


هي زويى) لقال حافك رمم دير 


ولنفرض ((2)6 ,7)0 نقطة على 
المنحنى بحيث المماس / عندها يوازي 
وم 7» فإذا كان (:)بم هي المسافة 
الرأسية من الوتر 70 إلى المنحنى 7 . 
كما هو موضح في شكل (100) فإن 
المسافة ()م هي قيمة قصوى محلية ل 8 . 





وبما أن 0 -(3)م. 0-(8)58» ()م مستمرة وقابلة للتفاضلء إذن يمكن 
استعمال مبرهنة رول. يوجد عدد © في الفترة المفتوحة (2,5) بحيث 


ولكن 


إذن يوجد عدد © بحيث 


أو 


انتم البنهان: 


248 


مثال (7): 

إذا كان +8 - تير - )1 

فاثبت أن 2 تحقق مبرهنة القيمة المتوسطة على الفترة [1,8] وأوجد عدد © 

في (1,8) يحقق نتيجة المبرهنة. 

الحل 

# دالة تربيعية مستمرة وقابلة للتفاضل» 

18(-<-0 . 7)(--7 

.4 تحقق فروض مبرهنة القيمة المتوسطة؛ نوجد © بحيث 

1)8(- 720( 0+7 
8-1 8-1 

2-8 -27)0 ج 8-ع2 )1 


1)(< 1 


إذن 
20-81 
2-9 
.وح 
مثال (8): 


إذا كان جيرج + 2ر15- 22 - )1 
فاثبت أن م تحقق فروض مبرهنة القيمة المتوسطة على الفترة [0,3] علماً 
بأن 2» 5 تابتين حقيقيين. 
الخحل 
الدالة كثير حدود مستمر على [0,3] وقابل للتفاضل على (0,3) 
-(7)0 : مج عت +81- -(1)3 
+302- 2ر6 - )"1 
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(0 -(13 - هج +ع30- 602 د ()1 














3-0 
8+-- 2 +ه30- 602 
27-0 +ع306- 62 
-9+ع22-10 
102/1002 2ى 
4 
108 
4 
7 +5 
دن 
2 
قوع الحم و 5+7 
2 2 
إذن 
6 اه 
7 
مثال (9): 
إذا كان َ -1)20 
2-غ 
فاثبت أن © تحقق مبرهنة القيمة المتوسطة على الفترة [3,5] وأوجد 6. 
الحل 
الدالة #4 مستمرة على [3,5] لأن 2 - لا تقع في الفترة. وقابلة للتفاضل 
غلى 35 
1 
2-1 (1)6 
0 
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3 -(1)5 
و 55-5 ز5) 

| 
د(عر )1 
“(2-ع) ند) 

2 1 
اك 
3 2 5-3 2(2-م) 
5 - *(2-ع) 
[3,5] © 3/-2 , 3/.+ 0-2 
3+ 0-2 
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تمارين (2-5) 


في التمارين من (1) إلى (4) أوجد قيمة © في الفترة المعطاة التي تحقق 
مبرهنة القيمة المتوسطة للدالة 4 الموضح بيانها. 


(1) في الفترة | 1,9] ظ (2) الفترة [1,10] 
(9,7 


با ضاا م ن جحت نالحد دنا ذم مم 


0م 9 8 7 6 5 4 3 2 1 


))الفترة [1,7] 
ب) الفترة | 0 1,1] 


بها ذا مه لي حجن صنل كد ين رح مم 


12 3 4 5 6 78 9 ١ 1 2 3 4 5 6 7 8 


9 
00 ,-1( 





شكل (103) شكل (104) 
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في التمارين من (5) إلى (14) أتبت أن م4 تحقق فروض مبرهنة رول على 

[0.ها] و انهف الأعداد دي (2,6) بحيث 10-0 . 

) [0,2], 5+شيرة- + - )م 

(0 [0,4], 5+ تع12- تر 3- )1 

607 [3,4], ع7 +2 -ع)2 

(68) 7,11 -], 2ب2-ع1)2-11-12 

(09) [3,3-], 1+ شر4 بتع د )مر 

(10) 5-|. 1 +2 ترع - نم)1 

29 

(11) [»,م0] , ع2 سصذو- )1 

(12) ]| عاعوه -(1)2 

(13) [0,25)] , عدوم»2 +22 وم» - )1 

(14) ع ومع + تير - )1 

في التمارين من (15) إلى (33) أذكر ما إذا كانت 4 تحقق فروض مبرهنة 

القيمة المتوسطة على [2,5] وأوجد جميع قيم (2,5) ©© بحيث 
(ه-م)زء)”/ <ره)م -رم)/ 

(015) [1,2], 8+ م3 ع4 - نمام 


(16) [1,3], 11جيرة- تير - )1 
1 


(07) [[اسبه], ترة-1- عم 

(18) [1,1-|, 10جعر + ع2 تر د رع)1 
 )19(‏ [1,1-] , عر15+ تركى+ تر3- )1 
(20) [1,4] 0 -1)20 
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[1,3] . 1 حيرلل +4 - نم)1 
[مبا] , 2(73جعع) دوم 
[2,4-] , 1+ا م دودخ 
[3,6-] , ع4 + نم د ومد)1 
[0,2/2] , مذ - )1 
[4/ع,0] ,. عدهها - )1 
كله جر 
3233215202 ا وى [زبيك] دري 
0 <ع : 5 +جر + ترك - ثير 
ادة- ته - )1 ا( [1,9-] -[ط,2] ٠ب‏ [1.8] -[2,5] 
إذا كان [6بة]ءع , م جيرو + تيرم - )1 ٠‏ » 0» م ثوابت 
حقيقية» 7 © 2» 7<1 أثبت أن 2 تحقق فروض مبرهنة القيمة لا 
تعتمد على 1» 7:0 . تحقق بعد إيجاد © أنها فعلاً تقع في الفترة (2,5). 
إذا كان 2 دالة من الدرجة الثانية معرفة على [3,5]» اثبت أنه يوجد 
2+6 
5:0 
2 





عدد واحد © في (2,5) يحقق نتيجة المبرهنة هو 


(35) بتطبيق مبرهنة القيمة المتوسطة للدالة #  »‏ +1/+ - ()7 » أثبت 


أن 0< >7 0 


254 





نورد هنا كيفية استخدام “م للتعرف على المواضع التي عندها 4 متزايدة 
وأين تكون متناقصة ومن ثم تحديد مواضع القيم القصوى المحلية. 
شكل (105) يوضح بيان 
المعادلة (4)2 -ير ويتضح 
منه أن ميل المماس موجبا 
في الفترات المفتوحة 
(وعءنه) و (به.ه) و 
(مهرىه) أي 0 < ()1 
عندما تكون 2 متزايدة 
وبالمئل يتضح أن ميل المماس 
سالباً في الفترات المفتوحة 
(وهروه) و (وهريه) 
أي عندما 4 متناقصة تكون 0 >()”1 . 
وهذه النتائج ندمجها في المبرهنة الآتية. 





مبرهنة : 


إذا كانت 4# مستمرة على [2,5] وقابلة للتفاضل على (2,5) فإن : 


1) إذا 0 <(2)”/ لكل (2,5) ع2 فإن / متزايدة على [2,5] 
2 إذا 0 >(2:)”/ لكل (8,5) ع2 فإن #2 متناقصة على [3,5]. 





البرهان 
حك نجي لك ع ااود ان وا 
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(ود- ود) (6)” -( )4 -(1)22 
ولأن 0< باح ودء 0 <(2)6 إذن (7)3 <(1)22 
0 البوهان بكسن الطازيقة كما فى (1): 
الي ري 


يلاحظ أيضاً أن إذا كان 0 <()”4 في الفترة (0,2-) أو (5,60) فإن 
* متزايدة على [6,2ه-) أو (5,50] على الترتيب. وبالمثل متناقصة لما 
0 >(7”)2 . 


مثال (10): 
إذا كان 18+11- 32 + تر4 - )1 
أوجد الفترات التي تكون فيها 7 أ) متزايدة ب) متناقصة 
وأرسم المنحنى (1)30 -ئ[ . 
الحل 
62-8 + 122 - )م2 
أ) تكون 2 متزايدة عندما 
1)20<0 
18<0-ير6 + 12:2 
20 صبوهة 27 
1<0-)(3+ع2) 
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إشارة (1-») - 7 ه22 2 


إفرة زوين , 2223ل __ 


ُ 0 
: --9و97-3 4 5-5 
إشارة (-م)زد + ماكر 0273 7 
١‏ 
١‏ 
اتجاه الدالة ! ظ 
١‏ 
تزايدية : تزايدية 


إذن "4 موجبة على الفترتين ‏ (1,50)» [تبه-) 

أي أن منحنى ()4 حمر صاعدا في الفترة (هلات [ 3ه ) 
ينتج مباشرة من (أ) أن # متناقصة في الفترة 3 

أيْ أن المنحنى (7)/ -رر هابطا خلال الفترة 3 


لرسم المنحنى» 


0 -(140ء 5د ة-|3-) 


2 نوجد نقط التقاطع مع المحورين ما أمكن» 
ألا شع المعور /[ » نضع 0 -»ء نجد 3-11 
(0,11) نقطة التقاطع مع المحور /. 
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ثانيا : مع المحور 6 ء نضع 0 - ث3 
2-18+1ب:3 + تبر4 -0 
بما أن 2-1 تحقق هذه المعادلة إذن 7-1 
هو احد العوامل وبالقسمة نجد أن 
(10-ع7+ 1()42-ع) -0 
(11+ع1()4-ع)(1-ع) -0 
(11+ع1(“)4-ع) -0 
توجد نقطتي تقاطع مع المحور #ز هما (1,0) و [ما-) 


نقط التقاطع مع المحورين (0,11)» 
وكا |» (1,0) والنقط الحرجة 
4 


(1,0) كعم ة-) 


ثم ذ نستعمل معلومات صعود وهبوط 
امتح لاسكا ع سد 
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1 +بر18 - 2يرة + تيرب دير 





المنحنى صاعد ->>| <« المنحنى هابط -><-المنحنى صاعد 
م للف جر 


شكل (106- ب) 
ونلاحظ أن عند النقطة الحرجة مم3 يوجد عدد حرج 2 - وقيمة 
عظمى محلية قدره-[3-) وأن المنحنى قبلها كان صاعدا ثم تغير 
بعدها إلى هابطا. 


أي أن عند القيمة العظمى المحلية تتغير (4”)3 من موجب إلى سالب قبل 
وبعد العدد الحرج وبالمثل عند العدد الحرج 2-1 توجد نهاية صغرى للدالة 
1-(1)0. 

وتتغير ()”4 من سالب إلى موجب قبل وبعد 0 -. ويمكن صياغة 
المبرهنة التالية: 
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إذا كان © عدد حرج للدالة 1 1 مستمرة عند © وقابلة للتفاضل على 
فترة مفتوحة 1 تحتوي © ما عدا من الممكن عند © نفسها فإن : 
1) إذا "4 تغيرت من موجب إلى سالب عند © فإن (©)4 نهاية عظمى 


2 إذا "4 تغيرت من سالب إلى موجب عند © فإن (2)0 نهاية صغرى 


3 إذا 0 <(2)/ أو 2(>0)# لكل 1< ما عدا © -2 فإن (1)0 
ليست قيمة قصوى محلية للدالة 2 . 





البرهان 
إذا "4 تغيرت من موجب إلى سالب عند ©. إذن يوجد فترة مفتوحة (3,6) 
تخري على 0:تحيت 
© >2 > , 1)0<0 
>عر>» , 1)2>0 
ونستطيع اختيار (3,5) بحيث 4# مستمرة على [,2]. 
وينتج من المبرهنة السابقة مباشرة أن + متزايدة على [2.0] ومتناقصة 
على [2,] 
أي أن 86 >2 > 3 , (ء)7 >()2 ماعدا 0 دير. 
إذن (©)4 هي نهاية عظمى محلية للدالة 7 . 
بذلك نكون قد أثبتنا الفقرة (1) وبالمثل يمكن إثبات (2)» (3). 
وشكل (107- أءب) يذكرنا بشكل بيان المنحنى بالقرب من النهاية العظمى 
المحلية حيث تتغير (:3)”/ أي ميل المماس من موجب لما © >5 إلى سالب 
لما ح <2غر. 
والعكس يحدث للنهاية الصغرى المحلية كما في شكل (108- أءب). 
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شكل (108): النهاية الصغرى المحلية. 





شكل (107): النهاية العظمى المحلية. 





262 


شكل (109): (72)0 ليست قيمة قصوى. 





ولا يوجد قيمة قصوى محلية. 


0 ح ع2 


وشكل (109- أء»ب) يوضح الفقرة الثالثة عندما لا تتغير إشارة (©)1 عند 


مثال (11): 
نه اقياية الفطلتى المحلية للذاللة 7 بوو سه يانه 











1 
أ- (-0)ت د )1 
23 
ونب - ل1)2 
[جيير ند 
العحسدن 
- 1 
أ- 3 عوزعر -10)+(1-)تم دنم)1 
(«-0+ع3- _ 
2102 3 
10-41 _ 
212 1 
(«-2)6 _ 
اي -(1)2 


إذن يوجد عددين حرجين» 2-5 . 8-0 

لذلك نبحث إشارة ()”# في الفترات 

(©»,5) . (0,5) , (0,م-) 

وبما أن "4 مستمرة وليس لها أصفار في أي من الفترات الثلاث» نستطيع 
تعيين إشارة '* . وليس من الضرورة لحساب قيمة “12 عند هذه القيم» مجرد 
معرفة الإشارة. 

في الفترة (50,0-) نختار 1- -غ2زء وفي الفترة (0,5) نأخذ 3 -كزء وفي 
الفترة (5,50) نأخذ 6 -8 ونكون جدول كالآتي: 


2063 











مقدار ()”1 -(1")6 -(16 001 


4 32 











0 > 0 0 < 25 60 <4 
إشارة ()"1 : + + 
النتيجة * متناقصة * متزايدة على | 47 متزايدة على 
على (5,0] [5.ه| كرد -) 


أي أن '4 موجبة على [0,5©-) ثم متناقصة على (5,60] 
أي أن الدالة لها نهاية عظمى محلية عند 5. ومقدار النهاية العظمى المحلية هوء 
1 
5 -(53)0-5-(1)5 
وليس للدالة قيمة قصوى عند 0 -2 لأن ”2 لا تغير إشارتها عند 0. 
ولرسم بيان الدالة نوقع 00 النقط المقابلة الأعداد الحرجة (0,0)» | كلاك,ى). 
ونقط التقاطع مع المحور عند 0 -#رء 2-10 أي (0,0)» (10,0) مع 
ملاحظة أن (0,0) هي نقطة تقاطع المنحنى مع محور 2 الوحيدة. 
والمنحنى له مماس رأسي عند 0 -2:» لأن 
مه - )”7 حصنا 
0مجيير 
بينما الدالة مستمرة عند 0 -2 . 


وشكل (110) يوضح بيان المنحنى 
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شكل (110): مثال (11) (أ) 





5 9 1 


(3()0+ 5 -2+1()23) - )6 
(1+ع) 
3- تير ير + تهر2 
جع 0000 
2-3 -جر2 +262 
يع 000 
2-3 + شير 
0 
(1)2+3 -غ2) _ 
17 +2) 
نجد أن 0 -(2)2 عند 4-1ير. 3--يرء م0-(2)2 عند 1-<غر 
.. يوجد ثلاثة أعداد حرجة هي 2-1. 1-ديير. 3-ديير 
والآن سنبحث إشارة ()”4 في الفترات 


(©,1) , (1,1-) , (1-,3-) , (3-رمه) 
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الفئرة 
26 المختارة 


وعد 


إشارة 
)"م7 


النتيٍ 1 5 


متزايدة 


على (1,50] 





متناقصة 
على [1,1-] 





متناقصة 





على [ 321 ]| 


1 متزايدة على 
[ت-مه-) 


1 لها نهاية عظمى محلية عند 3--يعر وصغرى محلية عند 2-1 
ولكن عند العدد الحرج 1--8 لا يوجد قيمة قصوى ولكن 


مه - )1 طلا , 


1[ جيير 


وس اح 


(ه)/ مصنا 


1[ جر 





شكل (111) 
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والمنحنى لا يقطع محور 2 لأن 0 ©#(4)1 ويقطع المحور :نر عند (0,3) 
.”. النهاية العظمى المطلوبة هي 6- -(3-)1 . 


مثال (12): 
إذا كان [9- 2م) ةر - :)1 
أوالا *!أورجة التيايات القضوى المكلية وارسسم الستمتى:؛ 
ثانيا > قم أويكدا النهاية :العكلمى' و النهاية الضتغرى للدالة المذكور» على كل من 


الفترات الآتية : 
117 1 
2 2000-5 م 2 
عمسم ]ما 
فتك 
لير 9 - )+ )ث2 - )م 
زو- ادج ةم _ 
11 3 
وماد _ 
3 1 


در 


أولاً : الأعداد الحرجة هي -+ -2ء إذن نبحث إشارة ()”2 في الفترات 


)ما( 


5-59 


2067 


























3 3 3 3 
| [هث) | 4 | 900] | [فسسا 
المختارة 2 1 ا 2 

-(1)2 -(70 -(1-)2/ دروع]م 
)”1 م 0-0 2 0 
إشارة(:)"1 + - :1 8 
4 متزايدة | متناقصة | 2 متزايدة 4 متناقصة 
سا0 سه 
2 2 2 
إذن #2 لها نهايتين صغريتين محليتين. عند 3 


دس ص هيه الاح كير يناظرها 
2 2 


سس )1 


وعند العدد الحرج 0 -» الدالة مستمرةء 0 -(72)0 ولكن 


القيمتان الصغريتان المحليتان» 


مه -(2)/ ممنا , ممد )7 حصنا 


مجيعر مجع 


.". المنحنى له ناب عند (0,0) وشكل (112) يوضح بيان الدالة 
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شكل (13]) ( مثال (12): ثانياً ) 
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مثال (13): 
أوجد النهايات القصوى المحلية وارسم المنحنى 
د48 + 2ر24 - ثر+ - كير3 - زر )1 
العل 
8 +ير48 - 2 12- 128 - )م2 
(1-)48-(1-)122- 
[ه- تدا( -)12- 
(2 +ع )(2 -1()2-)12- 
إذن يوجد ثلاثة أعداد حرجة عندما 0 -(42”)2 هي 


0ت 
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نبحث إشارة (]42”)3 على الفترات (2,0) ,(1,2) ,(2,1 -) ,(2-,مه-) 








.'. يوجد نهاية عظمى محلية هي 3 -(10 

ويوجد نهايتان صغريتان محليتان هما 16-(2)2 . 112--(2-)1 
ورسم بيان المنحنى مبين في شكل (114) حيث يمر بنقطة الأصل (0,0) وإنما 
يقطع محو رك في نقطة أخرى قيمة ل عندها تقع في الفترة (2-,3-) لأن 
2(>0-)2 ؛. 3(<0-)1 . 


شكل (114): مثال (13) 





2/1 

















2ت رات ارك ا د ات ا( ات الت انه 20 20 نت لف الك الف 20 
ايا ١١١‏ لمي ١١١‏ ميا )لياح )لييح )لياح )ليييح )لياح 0 ليييح 0 لبك 0 
+ 1 0 
3" + 5 اه 

00 الك اج اي و 2 11 لم 
5 1 | 0 00 ال 5 مصط 1 ايد | عبن 

2< يك )| بم ا عت مر مه ١‏ 

0 | 0 مه 1" 

م 111 

|| || 


(1 


تزايد وتناقص الدالة ثم خطط بيان المنحنى (4)1 


في التمارين من (1) إلى (24) أوجد القيم القصوى المحلية للدالة 4 وفترات 


تبرج تر4 


كل . 


تمارين (3-5) 





(21) 4 + غيراء - )1 
(22) )ثم - )1 
)23) ب - ري 
)24 تب-ه) 


في التمارين من (25) إلى (34) أوجد القيم القصوى المحلية لدالة ة# على 
الفترة المعطاة والفترات الجزئية التي فيها 4 متزايدة أو متناقصة مع توضيح 
بيان المنحنى بالرسم. 


(25) [0,2] , عا مذو +ع ومه -(1)20 
(26) [ع0,2] . 22 صنتو جع ومه2 -(1)2 
(27( [2 00 ع مذو -ع وم - (1)1 
(28) [0,25] , ع 2وم» +ع وم»2 -(1)8 
(29) [0,2] , ع ستو 0 120 
(30 ىت 3 6 -1)20 
(31) [ع0,2] ,. عرومء 2 +ع -(1)2 
(32 م غم 2 جير #اوع - )1 
(33 ا ث عد كصها-ع صما 2 -()1 
)34 إشاتد عاءه256 -غ مها - (1)2 


2013 


المعطاة لك. 
٠. 72)3(-5 )35(‏ 0-(2)5 »غير معرفة (4")5 ٠‏ 0-(1)3 
0 <(2)/ إذا كان 2>3 أو 2<5زر ولكن 4”)(>0 عندما 


3> 2> .5 


(56) 3-(74)0 » 4--(7)2 -(2-)/ . (17)0 غير معرفة , 
0-(0)# -(2-)ة# . 42)5(<0 عندما 2<ير أو 
0 >2 > 2-. 2(>0*)/ عندما 2->2 أو 2 >2 > 0. 


٠ 7)08(- 2 )37(‏ 0-(7)3 عنما 1,22,23غ,0 - ج . 0< (1)2 
لجميع قيم ٠:‏ . 


(38) 0-(20 . 4-(5-)/ . 4- درة1)5 2 
0-(7)5 -(7)0 در -)]/ 
0 <2)”/ لما 5 < لازاء 2(>0)”/ لما 5 > |2| > 0. 





3 
0-(7”)2 -(0)” -(2-)1 
0 <(2)”/ لما 2 <2 أو 0>#ر>2-, 
00> 


>(2)8 لما 2->2 أو 2 >2 >0. 
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درسنا في بند 4-3 كيفية استعمال إشارة "2 لمعرفة فترات تزايد أو تناقص 7 . 
أما في هذا البند فسوف نستخدم إشارة ”#2 لهذا الغرض ونورد تعريف التقعر 
وفترات تقعر المنحنى لأعلى أو لأسفل ونقطة حرجة جديدة تسمى نقطة الانقلاب. 
تعريف: 

إذا كانت 72 قابلة للتفاضل على فترة مفتوحة 1 . 

فإن بيان 1 يكون : 

أ- مقعر لأعلى على 1 إذا 4 متزايدة على 1 . 
ب- مقعر لأسفل على 1 إذا 4 متناقصة على 1 . 





ففي شكل (115) منحنى مقعر لأعلى وميل المماسء» "1 » يتزايد من قيمة إلى 
صفر عند النهاية الصغرى إلى قيمة موجبة. أي أن معدل تغير "2 بالنسبة 
إلى < موجباء أي 0 < )"2 . 

وفي شكل (116) منحنى مقعر لأسفل ونرى ميل المماس» "7 » يتناقص من 
قيمة موجبة إلى صفر عند النهاية الصغرى إلى قيمة سالبة. أي أن معدل تغير 
" بالنسبة إلى 8 يكون سالباً » أي 0 > ()"/ 
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اختيار الثة 
إذا كانت "2: قابلة للتفاضل على فترة مفتوحة 1 : 
فإن بيان 1 يكون : 


أ- مقعر لأعلى على 1 عندما 0 < ()”2 على 1 . 
ب- مقعر لأسفل على 1 عندما 0 <()”42 على 1 . 





أما النقطة التي يتغير عندها بيان 4 من مقعر لأعلى إلى مقعر لأسفل أو 
العكس فتسمى نقطة انقلاب "1161100 12 01 أملوط " 
ويبنى على ذلك التعريف الدقيق الآتي . 
تعريف : ( نقطة الانقلاب) 
تسمى النقطة ((4)0 ,©)» على م4 7م » نقطة انقلاب 


[ذا تحفق 'الشوظاق الأنياه:.. 


أ- م مستمرة عند ©. 


ب- يوجد فترة مفتوحة (3,5) تحتوى © بحيث 
يكون المنحنى مقعر لأعلى على (©,3) ولأسفل 
على )0 09 ا" العكس 8 





إذا كانت ”2 بالإضافة إلى استمرارية * » مستمرة هي الأخرى عند 0. فإن 
0 -(2”)0 عند نقطة الانقلاب ولكن يجب أن يبقى بالذهن أنه من الممكن أن 
تكون» (2”)0 غير موجودة عند نقطة انقلاب. ولذلك فلإيجاد نقطة الانقلاب» 
نبدأ بإيجاد أصفار "م وكذلك الأعداد التي عندها ”42 غير موجودة. ثم نختبر 
جميع هذه الأعداد لتعيين ما إذا كانت هي نقط انقلاب أم لا. 
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4 


اختبار المشتقة الثانية 


إذا كانت 72 قابلة للتفاضل على فترة مفتوحة تحتوى © »2 
وكان 0 -(2”)0 فإن : 
أ) إذا كان » 0 >()”2 فإن (2)0 نهاية عظمى محلية . 


ب) إذا كان » 0 <()”2 فإن (2)0 نهاية صغرى محلية . 
ج) إذا كان » 0 -()”2 يفشل اختبار المشتقة الثانية 
ويجب العودة لاختبار المشتقة الأولى. 





البرهان : 

أ) فإذا كان 0 -(6)م يكون ميل المماس عند ((2)0 ,0) أفقياً » فإذا كان 
بالإضافة لذلك 0 -(6)”/ فإن المنحنى يكون مقعر لأسفل ولذلك يكون 
هناك فترة مفتوحة (2,5) تحتوي © بحيث يقع المنحنى بأكمله أسفل 
المماسات وينتج أن (42)0 هي نهاية عظمى محلية. وشكل (117) يوضح 
ذلك. 
حالم يمكن تتاضا رت )او ركب وشكل: (118) يوضع الهلة زت): 





27 


مثال (14) 
أوجد القيم القصوى المحلية للدالة 4 ووضح بيانها بالرسم . 
اعلء 1 عد م2 2 -()2 على الفترة [0,27] 
الحل 
(< مرو 2 -5)1 وم 2 - (: ومه -ع مزو 2 -ئز وم2)0 - )"1 
( ومه 2 -ل ومه 2 + ( صذو 2 -1)(< مذو -)2 - (<)”1 
ع 26057 حير مأو 2 +ع زو 1 - 
الأعداد الحرجة ل 2 هي قيم كا عندما 10-0 2 
0 -(2 صو 2 -) 005 2 


و ب 0582-0كح 
2 
57 72 1 1 
جدى دعر وى كع 
6 6 2 2 
1 7 7 572 72 
+ الأعدات المردحة د ادك '" 
لي ل ا ا 


وقيم ()”2/ عند هذه النقط هي 
5 اباك موك إن مك 
6 2 6 6 
ومن اختبار المشتقة الثانية نجد أن لدينا 
نهاية عظمى محلية: 3/2 - 2 
د 5 53 
فياية لظم متحانة: | 
3 5 5 7 
نهاية صغرى محلية: 1- 2 
نهاية صغرى محلية : 3- - (1)37/2 
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بتوقيع هذه النقط الحرجة وبعض نقط اختيارية بينها نحصل على المنحنى شكل 
(119) . 


1 + “و دير دزه)2 8 


2/6 1/2 57/6 7 





شكل (119) : مثال (14) 


مثال (15) 
إذا كانت 3/كير + 3/لبر2 - (ر)م 
أ- أوجد النهايات العظمى والصغرى وفترات التقعر المختلفة . 
ب- أوجد نقط الانقلاب . 
ج- ارسم بيان الدالة 4 . 
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2-1 4_ 
2١9 0‏ 
من ()" نجد أن هناك عددان حرجان 





13 
1- 
ش 0 وُ- 4م 
تكح 9 2 
0 
اا كين 
كوة وو ييه 1 2017 اكاك 
1- 9 
0 


» غير موجودة -(1")0 
: 1 1 
إذر: 7 عند 0 يوجد نهاية صغرى محلية هي 


1 
6-1-5 (2-(1) 
2312 2 2 2 
» عند 0 - يفشل اختبار المشتقة الثانية » سنطبق اختبار المشتقة الأولى. 


1 5 
باختيار 0 فى الفترة ]1د فى الفترة (مه,0) نجد أن 
: 7 :. 


موجبة (4")1 , موجبة - 0-1 


230 


إذن عند 0 -82 لا يوجد قيم قصوى وإنما © -(1")0 
ولبحث التقعر ندرس إشارة (:4”)3 في الفترات (0,0)و 10 


2 

ا 
و حرست ور ست 

2 
فنجد باختبار قيم اختيارية ل 2 في الفترات الثلاثة 

1 
مثل 1 حجيعير في لجسه-) » نجد 
مويك -(1-)"1 


1 
ال 
هم 
1 في 2 : 
. 1 4 
ا" 


والمنحنى مقعر لأعلى في م4 
٠‏ 1/2-غ في (0,1) » نجد أن 
سالبة -(1”)1/2 
والمنحنى مقعر لأسفل في (0,1) 
وللمنحنى نقط انقلاب عند 
0 -1")00 


المنحنى مقعر لأعلى على (1,20) لا(0,0-) المنحنى مقعر 
لأسفل على (0,1) ميل المماس -ح 560 عند 0 -7 
3 1 ره 000006 
م تناظر نهاية صغرى [ 1,3) هي نقطة انقلاب 
0 (1:3) 





شكل (120) : مثال (15) 


مثال (16) 
كرر مثال (15) للدالة 3/ثير + 3/مبر5 - ).1 





اي 10 3 0 0 - )"1 
9 9 





من )1 نجد أن الأعداد الحرجة هي 2- . 0 
0- 5 1 
عند 2< 5 -(2) أي » سالب -(2 )"1 
2 
يوجد نهاية عظمى محلية هي 4.8 + 323 -(2 -)1 
عند 0 - (2”)0 غير موجودة ء يفشل اختبار المشتقة الثانية . نلجأ 
لاختبار المشتقة الأولى حيث نبحث إشارة ()”7 قبيل وبعيد 0 -2 . 


ملك ع د حت ةم 


3 1-]3 
5/3 
جب -1-21-5|--(72)1 
مرجب -5- |3 -() 
إذن يوجد نهاية صغرى محلية عند 0 -7 هي 
0-(1)0 
وميل المماس عند 0 -2] » نجد 
سالب -(1)8 نا 
مجع 
موجب << -(4”)82 0ذآ 
مجع 


أيْ أن المنحنى له ناب عند 0 -2 لان 0 -(2)0 موجودة ولتعيين التقعر 
نلاحظ أن يوجد عند 0 -()”2 نقطة انقلاب » أيْ عند 2-1 » 6 - تر 
وفي الفترة (0,0©-) » سالب -(1-)”/ » المنحنى مقعر لأسفل 

٠‏ في الفترة (0,1) » سالب -| )م ؛ المنحنى مقعر لأسفل 

» في الفترة (1,00) » موجب -(7”)2 » المنحنى مقعر لأعلى 

وبيان الدالة # موضح في شكل (121). 
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م2 


ناب عند (0,0) 
نهاية عظمى محلية : عند (2,4.8 -) 
نقطة انقلاب عند (1,6) 





شكل (121) : مثال 16 
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تمارين (4-5) 


في التمارين من (1) إلى (33) أوجد القيم القصوى المحلية باستخدام اختبار 
المشتقة الثانية إذا كان ممكنا . عين فترات التقعر لأعلى والتقعر لأسفل وأوجد 
نقط الانقلاب . ارسم بيان الدالة . 


)01 1 +يعر25 + 102+ تر < وم)1 
,2( بم - ك2 - نر )1 
)03 كن 0 -(1)0 
)4 1 2 120 
)5( 0 رع - نم1 
)6 2 2ر4 - كيرة - م1 
7 252 - 15 - )1 
03 “تبر - 2 - )1 
)9 8+ 2ر4 - ثير < نم)1 
(10) عد + عر 2 - ثر د زع)1 
)011 (10ج+عرة) تر - ع1 
(12) -0 0-112 
قا زو -مرة) 2 - )م 
(14) 3+2/ - )1 
(15) كلأ رةه - )1 
(16) لجع 6 -1)20 
(17) بر - 16 لسر 120 
(18) “> - وام - )1 


في التمارين (19) حتى (24) الدوال معرفة على الفترة [0,27] . 
9 
0 


عا مذو +ع ومه -(1)30 


نح 


عا مذو -ع ومه -(1)2 


9 
تم 


5 زو2 -1) ب - )7 


5-5 


( صنو+ 1)ا وم -(1)20 
2 ومع 4 +ع 2 - (ر) 


بم 


3 
4 
5 


5-5 


بيجم 
نحم 


60521 +جز و2600 - () 


بم 


عد مها +ع مه 2 -ر) 


5-5 


) 
) 
) 
2) 
) 
) 
) 
) 


اجبرزور | تور | بمكوير [[ ا طصرور جر | جور || اجر | مجر 


5 
2 


عا مها -يرءهو - (1)2 


00 2 ٍ 
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اك 
قم 
ل 

0 


غ1 أم» 2 جير “امن 120 


بي 

8 

2 

58 هم 
للتتتطنها ال تت .1 
السلا 

ويح 

ص 


| 








(29) 5 0 ع “مها حير مه 2 -(1)2 

(30 0-2 عاء256 -غ صما - (1)2 
- 2 

(31) ل 120 

)0- - - 52) 
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(33) منحنى المعادلة « :مه + -“ر موضحة في شكل (122) 


في الفترة 27 > ير > 27 - أوجد القيم القصوى المحلية . 





شكل (122) تمرين (33) شكل (123) : تمرين (34) 


: 3 
(34) منحنى المعادلة «مزة بر لا دير موضح في شكل (123). في 
الفترة | 2,2 -] أوجدء باستعمال اختبار المشتقة الثانية» القيم القتصوى 
البكلية, 


(35) عين نقط الانقلاب لبيان م ومن ثم فترات التقعر لأعلى ولأسفل 
2 2 و12 -عمر) 120 
ب- رو 10 - )ع 
- 92 + 3 )5 120 
(36) أوجد القيم القصوى ونقط الانقلاب. 
[6,م] و [تجء7- تدامةه - )م 
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بند 5-5 رسم المنحنيات 

إن تخطيط بيان دالة 7 » أي منحنى المعادلة ()4 -/ يوضح خواص 
هذه الدالة التي قد تكون غير واضحة ويمدنا بطريقة سهلة نرى بها سلوك الدالة 
كيفيا مثل التقعر والقيم القصوى المحلية ومناطق تزايد أو تناقص الدالة. وقد 
شرحنا في البنود السابقة أفكار عديدة مختلفة لتخطيط بيان دالة. 
وسوف نلخص هنا هذه الأفكار ونعرف نقط إضافية أخرى. 
فنبلور ذلك في مجموعة من الإرشادات نتبعها عن تخطيط منحنى. 
مثل ()1 5 


1- أوجد نطاق م ([م72) 
2- عين مناطق وجود المنحنى أعلى محور ‏ أو أسفله . 
أي قيم ؟ز التي تكون 0 < ()3) » وقيم :ا التي تكون 0 > (1)3 
3- أوجد وصنف عدم الاستمرارية إن وجد . 
4- أوجد تقاطع المنحنى مع المحورين. 
نقط التقاطع مع محور 2 هي [0 -()1 :3 » 
نقط التقاطع مع محور نز هي ((2)0 ,0) إذا وجدت (12)0 . 


5- إذا كانت 72 دالة زوجية تكون الدالة متماثئلة حول المحور/ز وإذا كانت 
فردية كان بيان الدالة متمائل بالنسبة لنقطة الأصل (بالنسبة للمستقيم 
د دير أء بر حدر ) 

6- أوجد الأعداد الحرجة والقيم الحرجة المحلية. وذلك بإيجاد قيم 2 التي 
عندها 0 -()2 أو ()”42 غير موجودة ثم استخدام اختبار المشتقة 
الأولى لتصنيف القيم القصوى. 
عين ما إذا كان هناك أركان أو ناب للمنحنى. 
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7- أوجد نقط الانقلاب ومناطق تقعر المنحنى لأعلى ولأسفل . 
وذلك بإيجاد ()”2/ واستعمال اختبار المشتقة الثانية كلما أمكن. فيكون 
المنحنى مقعر لأعلى عندما 0 <()”2/ ولأسفل عندما 0 >()”1 . 
إذا كانت م4 مستمرة عند 20 (42”)2 تغير إشارتها عند © فإن 
((1)0 ( هي نقطة انقلاب. 


8- إذاكن 1 -(1)2 ونا أو طآ -(1)8 دزا 


26700 0 ج سي 


فإن .1 -نز هو خط تقاربي أفقي 
بذا (1)2 وسئل أو (<)41 صسزل 
2 5 
هي © أو 0 - فإن 8 -2 هو خط تقاربي رأسي . 





من أبسظ الذوال هي كثيزاك الكود. فيد :بياتها مسثمن:وأملدن ذائما وله كثير 
من النقط العليا والنقط السفلى. وكل عدد حرج يعين قيمة قصوى محلية أو نقطة 
انقلاب وعدد طيات المنحنى عادة هي (7-1) إذا كان كثير الحدود من الدرجة 
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عدد المناطق المقعرة لأعلى + عدد المناطق المقعرة لأسفل 1-1 
عدد النقاط الحرجة - 2 -1 

ولقن #رسطين فى لقال لكرج على بطي فقون 

عدد المناطق < 11-1 

عدد النقاط الحرجة < 2 -1 
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1 
من أصفار (:)8» مثل © -2اء حط تقاربي رأسي. وإذا كانت درجة (2)3 
مساوية لدرجة عاط فإن 12-1 م1[ » المستقيم .1 -/1 هو خط 





موجير 

تقاربي أفقي. 

مثال (17) 

ناقش وخطط بيان 1 » -1 
فس و كل 4-2 
الحل 
م ا : 
8) نوجد م(1 )1 » الآعداد الحرجة 2,0,2- 
)ا +2) («-2) 
إشارة 1 0 1 ق م 





























(2,6)نت(2,2-)ن(2,م-) م2 أي 2-1-2,2 <م12 
وأماكن وجود المنحنى هي المظللة في شكل (124) 

ويوجد خطان تقاربيان رأسيان 2--.ء 8-2 يمثلان بخطان رأسيان 
متقاطعان كما بالشكل (124). 

ا 1- -(1)2 ونا 


26700 


أي حدر هو خط تقاربي أفقي 


3 ماعدا عند 02 -خ الدالة مستمرة . 


4) نقط التقاطع مع المحور ار »2 10-0 4 
المنحنى يقطع المحورين عند (0,0) فقط . 


5) (*)* -(# -)# ء + دالة زوجية بيانها متمائل حول المحور /. 


2-2 -20) 4-2 _ و 
م )7 
جتن حمااة _ 


م 


0 


ر-ها 


10-0 عند 0 -ير .'. 0 -يز عدد حرج. 
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نختبر فترات تزايد وتناقص الدالة في الفترات الموضحة 


الفتثرة 
إشارة "1 
النتيجة 42 





زمه 2( 


35 


متزايدة 





)0,2( 


35 


متزايدة 





)-2,0( 


تقفرن' شنار (1)3 عند 0 -2 من (-) إلى 0( 


إذن (1)0 نهاية صغرى محلية. 


الفترة 
إشارة "1 
التقعر 





)|2 -ها-صهة-و]2-ها 


2 -ها 


زمه 2( 


لأسفل 


(2-,مه-) 


3 5 4 





7") 


ف تددو 


2 


3 


له تاي 
[2-ها 


البسبط موجب دائماً وتحدد إشارة "4 من [-هما 


35 


لأعلى 
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6 22 





(2-,م -) 



































ولا يوجد نقط انقلاب عند 2- أو 2 لأن 42 غير مستمرة عندها وحيث أن 
١ 1‏ 
+ -(0)”/ » فهذا يؤكد أن 0 -» هي تقطة نهاية صغرى محلية ؛ 


0 -(1)0 . وبيان المنحنى يصبح كما في شكل (125) 





شكل (125): مثال (17) 


مثال (18): ناقش وخطط بيان 4 
يتنا 
6 +5- 2 
الحل 
1) النطاق: المقام -(2()2-3 -*) .٠.‏ م720 هو جميع الأعداد الحقيقية 
ماعدا 2 -ع., 2-3 
2) المدى: البسط موجب دائماً ماعدا 0 -* . والمقام سالب في الفترة (2,3) 
وموجب في الفترة (3,50) لا(6,2ه-). 
إذن ()4 موجبة على (2,-)» سالبة على (2,3) وموجبة على (3,6). 
3 2 لها عدم استمرارية لا نهائية عند 2» 3 ومستمرة ما عدا ذلك. 
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4) نقط التقاطع مع محور 2 عند 10-0 هي 1-0 
ونقط التقاطع مع محور نر عند 0 -4ء 0 -(2)0 -/ز المنحنى يقطع 
المحورين عند (0,0) فقط. 

5) + ليست زوجية ولا فردية ولذلك غير متماثلة حول / ولا حول نقطة 


الأصل. 
6 (22)2-5-ديا6 +ع52- 85 )6 
6 +52 - م 
[«5+ 10+12-22- 2:22 _ 
6 +22 5- 2 
(12+ع5-)23 رو 
50/5 


12 
بوضع 10-0 نحصل على 0 -2 2 م كنقط حرجة 
باخبار قيمة فناسية لت .في :الفتزات المخظلفة تحصل على «مفاطق كز ابد 
وققافضن الذالة كنا بالهدرل الآتن 





























12 12 ٠ 

شه | مم | [هع) | خا | هم | هم 
إشارة 1 - ب + 3 5 
النتيجة + | متناقصة | متناقصة | متزايدة متزايدة | متناقصة 


ومن اختبار المشتقة الأولى» 7 لها نهاية صغرى محليةء 0 -(2)0 ونهاية 


عظمى محلية 48 - 


/ 
5 
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7] يمكنك إثبات أن» 
[36+ 2م18 - توكاه _ 
[6 جرد تا 


ولحل المعادلة 0 -()”7 يلزمنا حل معادلة الدرجة الثالثة 


1") 


0 -18:2+36- تيرد 
وهذا أمر صعب في المرحلة الحالية إلا إننا نعلم أن لهذه المعادلة حل حقيقي 
عند 222.35 أي يوجد نقطة انقلاب عند (50.4-,2.35) وكذلك عند 
5 يح ينء. 1.2 ععيع.ر 


8) لإيجاد الخطوط التقاربية الأفقية؛ 
2 


2< لح روزا 
6 +يرة - تير ماجير 


إذن يوجد خط تقاربي أفقي 2 - بن[ 
أما الخطوط التقاربية الرأسية فهي 


1-02 3و 
من الجدير بالملاحظة ( شكل 126) أن بيان 4 يقطع خط التقارب الأفقي» 
ر جنول عندماء 
10-2 
دي 
6 +عر5- ير 
6 +برة- كبر - عبر 
6 
حهعير 
5 


أي أن نقطة التقاطع 2 
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شكل (126): مثال (18) 


الخطوط التقاربية المائلة 

ذا كان ()/3):0 - )2 ٠‏ (:)3» () كثيرا حدود بحيث 
درجة ()77 أكبر من درجة ()10 بمقدار 1» فإن بيان 4# يكون له خط 
تقاربي مائل © +1202 ح نزء أي أن المسافة الرأسية بين بيان 2 وهذا المستقيم 
يقترب من 0 كلما اقتربت ا من 2050. ولبرهان هذه القاعدة» نستعمل 
القسمة المطولة )121 تقسيم ()10 للتعبير عن (1)2 على الشكل. 


207 


50 خخ ب يعو تاه 120 


)0 )10 
حيث 30 ذو درجة أقل من 0 )0 لدرجة أن 0 لكك ووز 
)10 موجير 
0 
: 0 )10 00 


وبالتالي تقترب (1)2 من © +275 - كلما اقتربت 2 من © أو 00-. 


مثال (19): 


و3 


1 دمر 





120 


الحل 
درجة البسط أعلى من درجة المقام» لا يوجد خطوط تقاربية أفقية» المقام 
موجب دائما ولا ينعدم» لا يوجد خطوط تقاربية رأسية وبإجراء القسمة نجد 
3-31 + 3 
للختت - زو 





2+1 

«ة-[1ا+ ادة _ 
1د 7 
00 -ع3 -1)20 
الريقه 


ولكن 

3- . 
7 طلا 
[ + ب « ممدجعير 


- 0 





2 يوجد خط تقاربي مائل هو 316 <نق 
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مثال (20): 
ناقش وارسم بيان 1 » 


(1-ع:)(6 جع 


0 


الدالة مستمرة ما عدا عند 2-1. 7-- حيث يوجد عدم استمرارية لا 


نهائية. وبحث إشارة الدالة نجد أن 














الفثرة (مه,ا) (0,1) (70) | (سسه) 
تدع لكين 5 7 : 1- 8ه 
إشارة (1)2 1 8 1 8 
النتيجة أن 1 موجبة سالبة موجبة سالبة 


لا يوجد خطوط تقاربية أفقية لأن درجة البسط > درجة المقام. 


يوجد خطان تقاربيان رأسيان عند 2-1ر. 7- دير 


وبما أن» 
5520606 فنك 00 - )7 
7-خع 6+ 
6- 6+7 - 11 


6-7 غير مجير 
إذن يوجد خط تقاربي مائل» 


2-6 و 


209 


























نستطيع الآن إثبات أن 
[امسعم اج عات _ 


-(7”)0 
)7 :6 + 2 
يوجد نقط حرجة عند 0 -22 وعندما 
0 -12-21+ غير 
4 + 144/,. + 12- 
2 
7ن +61-- 
6- , 1.6 جح 
لذلك نبحث إشارة “2 لتحديد القيم القصوى. ويكفي لذلك 
الفترة ع - المختارة إشارة "1 النتيجة أن 1 
(13.6-,مه-) 0 - 3 متزايدة 
(7-,13.6-) 5 2 متناقصة 
(7,0-) 8< 5 متناقصة 
(0,1) 05 0 متناقصة 
(1.6,) 15 5 متناقصة 
(,1.6) 10 7 متزايدة 











بحث إشارة المقدار 21 -12+ 22 لأن باقي العوامل موجبة. 
نجد أن» توجد نهاية عظمى محلية عند 13.6- -غير هي 27.3- (13.6-)/ » 
توجد نهاية صغرى محلية عند 1.6 -غ2 هي 0.8 +71)1.6(2 . 
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مما سبق يتضح بيان الدالة كما هو في شكل (127). 





شكل (127): مثال (20) 


ويمكننا إضافة ملاحظتين» 
1) 8-0 ليست قيمة قصوى هي نقطة انقلاب ميل المماس عندها 0. 
2 المنحنى يقطع خطه التقاربي 2-6 -/ز عندما 
5 
ا عت 
7-:6+ 81 
[(7-عدم+ تع« ا(6-») - تم 
43-2 - بر - 
ا 
13 


أي عند النقطة (5.023-,0.977) 
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مثال (21): 
ناقش وارسم (87)1 » 
3 + - نم )1 
ثم أزس نان الدالفقف 2 :لخي 
كرد ته - )ع ٠‏ ك3 تر4ا - ودام 
اين 
الدالة 1 مستمرة على 1 » حيث أن 2)4-3 د نم)1 
4 موجبة على الفترة 4 0 وسالبة على الفترتين 6 ٠‏ (0,» -اوبيان 


الدالة يقطع المحور 5 عند ب و (أاعير والمحور 3م عند 0 - أي 
يمر بالنة لنقطتين (2)0,0 م 


122 122 - )م 
36 -ع24 - 2 )”1 
0-(2)/ عند 2-0 . 1دير 
٠‏ 0-(0)” . 12--(10 
.". النقطة (1,1) تناظر نهاية عظمى محلية 
أما عند 0 -< فإن 24 -(1-)/ .2 3+ 1)” 
أي 2 لا تتغير إشارتها وهي ليست نقطة حرجة وإنما هي نقطة إنقلاب ميل 
المماس عندها 0. 
ولا يوجد أي خطوط تقاربية. الرسم في شكل (128-أ). 
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شكل (128): مثال (21) 


الدالة |34 46 -()يم هي نفسها (1)2 على الفترة التي فيها / 
موجبة أي على | 0,4 لأن / -11|- م ولكن على الفترتين | ..* |ء 
[0,0>-) فإن # سالبة # - - 1ك | - م فيكون بيان م هو انعكاس لبيان 
بالنسبة للمحور 5 كما هو واضح في شكل (128-ب). 


الدالة 6ر3 - ١/4‏ -()م هي في الواقع (2)8 /, -(5)2 ونطاق (3)/ 
هو قيم ا التي تجعل 1)20<0 أي أن نطاقها ك0 لذلك فبيان 


(1) يقع فقط في الفترة ص0 وقيم (:) هي الجذور التربيعية لقيم 


(2)2 المناظرة شكل (128-ج). 
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تمارين (5-5) 


فيما يلي من (1) إلى (24) ناقش وارسم بيان الدالة 1 . 











120 0 )11( 

(13) (1اجع)/2 )1 

(15) كل ديم 
4- 14+ ث2 - _ 


120 (17) 


:21 + شير 





1 1 0 4 


1) را ابره - - نر‎ +9  )6( 





9 7 وم 
(10) د )1 


(هم ‏ 22 /[ت- )وم 


22 - 6+ 





0 0 1002 
(6) (تعع))| 2 -ها - )1 
ووم ريم 














(و ‏ رمم 
0 


1+ع 
(23) حا -لع)/ 


,5> 1 


)24) 


,1 > > 3 


,3 > 5> 5 


6 >غ > ت, 


,< 6 








4- مير -- 
6 ا 1 
حك _ 0 

0 

3):-1(“ 


54-7 + تر 7 -! - )1 


8)6- 0“ 


0 


في التمارين من (26) إلى (31) أوجد القيم القصوى ونقط الانقلاب وخطط 








بيان 2 . 
ص 
(26) ل -1)0 
000 
)28 0 -1)20 
2 خير 
(30 2 25 )1 
خطط بيان م من (32) إلى (44) 
6-هير + 2ر2 0 
(32 مر 10 
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)34 د - ل 35 
 )30(‏ 7-عر6 + برا - )1 )37( 


(38) 
(0م امد +8 -0ه)م (ابم 
(42) 8+م | - )1 (تدم 

(44) د صنو - 1 -(1)2 





في التمارين من (45) إلى (50) عين جميع الخطوط التقاربية لبيان 1 . 








645 اج ل  )9-‏ هكم 

دسم (هم 
0 4 

(وم) م . 0-١‏ (50) 
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2 دوم 


0 











اليان السلاس 
تطبيقات على التفاضل 


سوف نهتم خصوصاً بالتطبيقات التي تبحث عن النهايات العظمى أو الصغرى 

للدالة. 

فإذا كانت 0 كمية فيزيائية تتغير مع متغير مستقل :ا على النحو ()4 -0 . 

فإذا كانت (:)م قابلة للاشتقاق فإنه من الممكن استعمال 00 لإيجاد القيم 
0 

القصوى للكمية © . أحيانا نسمي القيمة القصوىء القيمة المفضلة 07110181 

16 فقد تكون القيمة المفضلة هي العظمى تارة وقد تكون الصغرى تارة 

لأخرى. ونسمي هذه المسألة» مسألة الحصول على القيمة المفضلة 

حاء 1201م 0122108نام0. سوف نبدأ بتطبيقات عامة ثم نعطي تطبيقات 

خاصة في الميكانيكا والاقتصاد والعلوم الاجتماعية وعلوم الحياة. 


بند 1-6: تطبيقات على القيم القصوى 

مثال (1): لوح معدني مستطيل عرضه 1206017 وطوله 601711 180. ثني من 
نهايتي الطول جزئين طوليهما ا. أي أدير 08005 حول 05 زاوية قائمة 
وكذلك (5/191 4 حول *21 زاوية قائمة بحيث ')5 - 121١‏ . 

اوجد مقدار 101 أو )5 بحيث يسمح الجاروف المصنوع بهذه الكيفية من 
جمع أكبر كمية من المادة أثناء الجرف. 
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لحل 


7” 26 
3 5 


ل 
ايب 





9 
0 


١ 
١ 
1 
0 
- 
2 


شكل (129): مثال (1) 


تتحدد سعة الجاروف حسب عرضه 2825 وارتفاع جوانبه '(11 أو "90 . 
أي هذه المساحة أكبر ما يمكن. إذا رمزنا للمساحة بالرمز 4 فإن 
(180-22) حم 
0>ي >0 , 2:2-:180- 
لأن 8 أكبر من 0 ولأنها أقل من نصف الطول وللحصول على 


القصوىء» 
رك -1850 رم 
01 
(0- 
يؤدي إلى 45011 -عر 
2 
وبما أن 0 
0 
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وعلى ذلك يثنى جزء طوله 45011 -8 من نهايتي الطول للحصول على 
أفضل جاروف. 


مثال (2): يراد صنع علب للمشروب تسع كل منها 100277 من التن» على 
ذكل. امطوانة واترية"قائفة مقطاء: هنا نان للقطاف'حافة فساو 1ك مك 
10 


ارتفاع الأسطوانة تستخدم للبرشمة. 
أوجد أبعاد هذه العلب بحيث تكون بأقل تكاليف ممكنة. 





لفحل 
حك العلنة 1 ام 4 

711 دكا اا 
إذن 

2س - 100 

أو 

100 

١ فتاكت‎ 

م 


مساحة الشريحة المستخدمة في الصناعة: 
مساحة الحافة + مساحة القاعدتين + المساحة الحانبية - 4 


9 + ك2 + رزوج2 -م 
ام دب سه - 
10 
ا 35 0 حَ 
10 
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1[00 


ولتقليل التكاليف يجب جعل هذه المساحة أصغر ما يمكن. بوضع 3 
كلامم إبة 4م 
711 
0 
1 
0 يي _ هك 
1 0 
والقيمة القصوى ل 4 عندما 0 ح لم 
2 
1 
0 -220- 213 
1 
كلا 
لدإدم 
71 
2501 3< 1 
اناد 0 
“(3.25), 
نك 3 د[ 
والشريط المستخدم للبرشام عرضه 0.3011 وطوله 20.4111 - :211 
وبما أن 
440 4 012 
1 01 
موجبة دائما. إذا القيمة القصوى للمساحة هي النهاية الصغرى للمساحة 
المستخدمة. 
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مثال (3) 
أوجد أكبر حجم اسطوانة دائرية قائمة من الممكن أن تمس حافتي قاعدتها 

السطح الداخلي لقشرة كروية نصف قطرها 1 . 

الحل 

لكي نعبر عن حجم الاسطوانة (شكل 

0) 7» بدلالة متغير واحد. نوجد 

أولا علاقة بين نصف قطر الاسطوانة 

ونفرضه 7 وارتفاعها ونفرضه 1. 

وتبدو هذه العلاقة واضحة من مبرهنة 





فيثاغورث» 
2 1 
ع 4 1 
2 
2 ط-_-2م ثم 
4 
والحجم 20-1 
2 - 17 


2 
ل إن | 
4 
3 
ادمع ء | 
4 


ويبلغ 7 قيمته العظمى عندما 


م272 

0 
3-0 أ 9 
4 0 
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2م 4 - ثور 
3 
2 
دل[ 
3 
وعندئذ» 
2 
0 مر 2م 
3 
2 
ددم 
3 
.. حجم الأسطوانة المفضلة هما 


وواضح أنء اختبار المشئقة الثانية؛ 


2 
9 3 106 432 
2 “بزل 


ها ند "الت إام فلا ع نيانة عطي : 


ومقداره» 
تم 203 _م 203 _, 1 7 - 00 
9 3 
4/7 0 
9 
مثال (4) 


أبحرت سفينة 4 في الساعة العاشرة صباحاً من نقطة إحداثياتها الكارتيزيان 
(40,10) كم متجهة نحو الشمال (المحور /) بسرعة 50 (كيلومتر/ساعة) 
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في نفس الوقت الذي أبحرت فيه سفينة 15 من النقطة (80,40) كم بسرعة 
0 (كيلومتر/ساعة) غربا متى تصبحان أقرب ما يمكن لبعضهما والمسافة 
بينهما عندئذ. (شكل 131 ). 





بعد زمن قدره + تكون 4 قد قطعت مسافة - السرعة * الزمن - 501 شمالاً 
وأصبح إحدائياتها (40,10,5014) 
في نفس هذا الزمن تكون 28 قد قطعت مسافة -6014 غرباً 
وأصبح إحداثياتها (60,40 -80) عندئذ يكون البعد بينها هو 
“لبر - ور) + “يد - ودال. 1 
9 
“50 -40) + “602 -40) - 2 
المراد أن تكون 0 وبالتالي 07 أصنغر ما يمكن: 

2 
0 -(50-(2)40-501 +(60-)(2)40-601 - 0-6 
بالقسمة على 2200 

-6)4-61(-5)4-50(- 0 
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- 24+ 361- 20+ 25- 0 


611 <- 44 

1611| م 
0 61 
ثانيةه دقيقة 


7 2-43 0.7213 -) 
22 
وكيك ان 0< 12200 -[“صاته 
2 2 
»40-0 |ء 40-0 رك 

61 61 

23 - 
31 25.13 رن 0[ 


مثال (5): 


إذا وضع جسم () في الهواء على ارتفاع ما عن سطح البحر تكونت له 
صورة 1»ء داخل الماء. وأي شعاع ضوئي يصدر من الجسم ينكسر حين 
لان النظم اللاضك جزى الور ا والماء ويضيك إلى التسورة وتسين ارا 
بين الشعاع الساقط والعمود على السطح الفاصل» |©» زاوية السقوط. 


وتنص قاعدة فيرمات على أن الضوء يقطع الطريق من الجسم إلى الصورة 
في أقل زمن ممكن. فإذا كانت 0 سرعة الضوء في الهواء»ء 02 سرعة 


الضوء في الماء 
0 ,5120 


فاقيك كافون سل 1د 


0 
02 و5110 
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الحل 
تفرطن الشعاغ الساقط من 0 قابل 
السطح الفاصل في 7 وانكسر 
حكن .قن الصيونه 1 

ونفرض كما بالشكل. م تبعد 
مسافة 82 عن مسقط (0) على 
السطح الفاصل» ,© 

كما نفرض الأفقي عند 1 قابل 
الرأسي عند 0 في نقطة 0 . 
وأن 8 -00. 8 -01) 





6 المسافة مر : 
ال 5 | ا 00 ٠.‏ | - أ للسسلد حت 
لزمن المستغرق من 0 إلى م7 السرعة عر 

المسافة 51 
والزمن المستغرق من م إلى 1 --- كر 
الزمن و0 
.“. الزمن الكلي من 0 إلى 1 هو 
ات ا كر 
و0 إا 
ولكن» -م)ء 2و - آم 
و تر :(و-ن) - م0 
“0 -ط)22 تر + (ه جور 
0 هتما + ةزه جمدم 
0 كك 
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01 
01 





2 


والقمة القضواى للزمن 1" تدك عندها 20ت 


اك كه 1 
تر + “زج +م)/2 رس عك 


م («-م) ا 3 - 
“د -2./22)6 دم + تزه +م)ا,2 0 
: هندسة الشكل 0 ء ,5116 
ومن . حكتكتج7كتتب7ب ب ا 1121| 
تر ةم +م)ل. 07 
َك د 5 10 
07 
“د -م) + نول آم[ 
0 و5160 5180 
09 01 
0 0 _ 51260 
0 02 و5110 
مثال (6) 


النقطتان (4)4,16 » (8)8,12 ثابتتان والنقطة م7 تتحرك على المستقيم 
0 -غ +2 وبالتالي تتغير الزاوية < 4828 - © أوجد أكبر قيمة ممكنة 
للزاوية 0©. 
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لفحل 
نفرض أن إحداثيا 7 





هما (ي)ء لكن 

م تتحرك على المستقيم 

د دلق 

إذن احدائيا م هما («-ن3)م 

ميل المستقيم 8ك » 

7-16  -خ-6‎ 

فير كير 0 

» 87 ميل المستقيم‎ ٠ 
1 2122 
20 8لير اهبير‎ 


ظل الزاوية © بين المستقيمين هو 


(12-) _ (16-ع) 


8ع 24و 
(12()2-16-ع) 00 


)2-8()2-4( 


(4()2-12-)-(16-)(8-ع) 5 
(16-)(12-غ)(4 -عر)(ة-ع) - 


80 +0 


ح- - 
2 +ير8 + شير 212+16+224 
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ويكون مقدار ©1306 أكبر ما يمكن عندما يكون المقام أصغر ما يمكن» 
أي الدالة 4 نهاية صغرى . 82+112+ 2 - )1 
0 2+8 - )1 


التقكلة الجرحة 4ه دير 
وعندها 2 -1")00 
.. 4- ح ير نقطة تناظر نهاية للدالة (4)1 
)4 )1 2 1 
16-2- 
6 - 
40 
اذ بذكت 0080 
دن 06 112 
5 
كات | 
12 1112 


(أخذنا مقدار ©1826 لأن الإشارة هنا ضرورة لها فالمطلوب مقدار أكبر زاوية) 


]تم 0 
12 
مثال (7): 


اسطوانة دائرية قائمة نصف قطرها 1 ملتحمة مع مخروط دائري قائم 
رأسي قاعدته مطابقة لقاعدة الاسطوانة المتصلة به. إذا كان حجم الحديد 
المستخدم في صناعة هذا المجسم هو /7» أوجد المساحة السطحية للمجسم 5 
بدلالة 4» 177 وزاوية نصف رأس المخروط ©6. ثم أثبت أن هذه المساحة 
أصغر ما يمكن عندما “48.2 بح 6. 
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قحل 
بفرض ارتفاع المخروط هو 8» فإن 
14 
ع 1016 
7 
0 [] حدر[ 
وبفرض ارتفاع الاسطوانة 11 


لالم + 78011 م17 





إذن 
#2 ل 
3 2ج 
يم بي 
0 تت كا زر 
3 كللر 
الاق المسافة شاه 5 
طون الزاسيع 
لشم امم 
“هم ب تور ث يله صج+ 8.سج<2 حو 
مس 2102 سس ا 
القاعدة المخر ويلك الإسطوانة 


2 


0 6 “امع + 1 زج + 66م 02 2 


ولكن 6 5عون - 26]مع +1 


2ج + 0 تنو 02 + 2ب 8م[ ميمه - جا يمه م 
3 كلم 


| 0 2- 0 نهم 21 - 5 
3 44 
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وللحصول على قيمة 5 القصوىء. 


0 2 | - 0506 80 5-23 0 


00 
2 2 
8010 3 0 مده [ع - 





©0506 عد‎ 0 ٠ 05 
00 


0 - 06ح - 0 
0م 0 2 
2-10 351 


06-127 جح > - 50م + 0 - 2-5050 جح 0ع 5110 
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تمارين (1-6) 


1) صندوق مفتوح قاعدته مستطيلة يراد صنعه من لوح كرتون مستطيل 
الجوانب الناتجة بزاوية قائمة. أوجد طول ضلع المربع الذي يقطع 





شكل (135) 


62 حاوية أسطوانية بدون غطاء يراد أن تسع 247 بوصة مربعة من سائل. 
كذ 'الغاذة الموستكتنة اللمتاعة القاعة# الذائرية 5[ قرنتنا: للتوضية المولعة 
وثمن المادة المستخدمة لصناعة السطح المنحنى 5 قروش للبوصة المربعة. 
أوجد أبعاد الأسطوانة اللازمة لتقليل التكاليف ما أمكن. 

3) أوجد أكبر حجم لأسطوانة دائرية قائمة يمكن أن ترسم داخل مخروط دائري 
قائم ارتفاعه 12 سم ونصف قطر قاعدته 4 سم ولها نفس محور المخروط. 
4) طريقان متعامدان أحدهما يمتد من الجنوب إلى الشمال والثاني من الغرب 
إلى الشرق. وفي الساعة 10:00 صباحاً مرت سيارة بنقطة 82 متجهة 
شرقا بسرعة ثابتة 40 كيلومتر في الساعة. وفي نفس اللحظة مرت 
سيارة أخرى بنقطة شمال م2 وتبعد عنها 20 كم وهي متجهة جنوبا 


321 


بسرعة 50 كم/ساعة. حدد اللحظة التي يكونا أقرب ما يمكن من بعضها. 
(شكل (136)). 





شكل (136) 


5) رجل في قارب على بعد 2 كم عن ضفة نهر يرغب الوصول لنقطة على 
القافل: تفي ريثة كلق فد 6 نكم :ا كانت سنرعة القاز 3 كراساعة 
وسرعة المشي على الطريق 5 كم/ساعة. أوجد أقل زمن لازم الوصول 
إلى هذه النقطة (شكل (137) ). 
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6) يمتلك فلاح 60 متر طولي من الأسلاك الشائكة يرغب لعمل سور لحقلين 
منفصلين كما في شكل (138)» أحدهما يكون مستطيلا طوله ضعف 
عرضه والثاني مربع الشكل. أوجد أبعاد الحقلين إذا علمت أن الفلاح يريد 
الحصول على أكبر مساحة ممكنة للحقلين. 





شكل (138) 


7 هكلم لوحة إعلانية ارتفاعها 2 متر 
مثبتة بقمة عامود رأسي ارتفاعه 6 
متر. ينظر إليها شخص على الأرض. 
ولكي تتحقق أحسن رؤية يجب أن 
تكون الزاوية بين الشعاعين من العين 
لقمة وقاع اللوحة (©) أكبر ما يمكن. 
أوجد هذه الزاوية القصوى وبعد 
الشخص عن قاع العمود عندئذ. شكل (139) 
(المسافة 1) شكل (139) 
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8) أوجد القيم القصوى للمقدار 2 إذا كان: 


0) سور ارتفاعه 2.5 متر مبني 


أ- يد دع . 10 جر 
بد ١‏ توجيره -ع . 2-324ز|1+ ترا 
جد رب تر دع 2 0 <-ر حعر 


يراد صناعة ضندؤق مربع القاعدة بغطاء حجمه 100سم3 بحيث تكون 
مساحة الرقيقة المستخدمة في التصنيع أصغر ما يمكن. أوجد أبعاد هذا 
الصندوق. 


عمودي على أرض أفقية ويوازي 
واجهة منزل ويبعد عنها مسافة 
3 متر. كما بشكل (140). 
أوجد السلم ذا أقل طول الذي 
يمكن أن يستند على الأرض 
والسور والمنزل. 





11 زج" يعدى ممنتطيل: 0 أكير 


مساحة يمكن رسمه داخل 
نصف دائرة نصف قطرها 2 » 
شرط وقوع أحد حوافه على 
قطر النصف دائرة. شكل 
(141) شكل (141) 
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12) خيمة على شكل هرم منتظم مربع القاعدة إذا كان مساحة القماش 
المستغل في صناعة الأوجه المثلثة الأربعة هي 5.» 8 طول ضلع القاعدة. 
أفيت أن حطمها أكين هاايمكن: غندما 36-217 حيث. 2 ارتفاعها .شك 
(142) 
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إن التغير هو خاصية تحكم معظم المنظومات الطبيعية والمنظومات الاجتماعية» 
ويعطينا الحسبان أحسن الطرق لدراسة هذه المنظومات. وسنحاول هنا إعطاء 
صورة لبعض تطبيقات المشتقة لعلوم الاجتماع وعلوم الحياة. 

أ- في الاقتصاد 

إن الدخل والربح مثلا يعتمدان على تأرجح التكاليف و الأسعار والتي بدورها 
تعتمد على تغيرات العرض والطلب. 

والاقتصاد هو ما يحاول حل مسائل القيم المفضلة التي توفر الاستخدام الفضل 
للموارد. 


مثال (7): 
اسه تلم سسشلفة كلفة 'السانيه معني 1197 يقار از طلقه تكاليف ون ب ناك 
كذزها10000كيناق“إذا كان فق نب النظعة 90 اقهان :ما نهو يعدن الفطع 


الواجب إنتاجها شهرياً حتى يضمن عدم الخسارة. 


الخحل 
122+ 10000 -()0 , التكاليف الكلية 
0000 


|0 ع0 -20)ه و متوسط تكلفة القطعة 


201 -(2). , العائد الشهري 
(0)2 -(5)2 -لع)م ؛ الربح الشهري 
(10000+12)-20 - 
تكون المنظومة كيت " 68631-676 "» أي بدون خسارة عندما ينعدم الربح» 
0 -00)م 
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كديا 0 - 10000-::8 
0 -2 
.'. إنتاج 1250 قطعة لا ينجم عنه خسارة ولكن بدون ربح. 
واعمؤما أذا كاق: +د اعدد الوبهةاك" الننتجة: فد الاقتطنانبية ينتهملون الدوان 
39 © 2 2 مر المعرفة على النحو التالي» 
1) دالة التكلفة: سعر تكلفة ا من الوحدات - (1)1) 
2) دالة متوسط التكلفة: اوررق 
26 


متوسط تكلفة الوحدة - 

3) دالة العائد: العائد عن بيع 8 من الوحدات - (19)1 
4) دالة الربح: (0)2 - )ا -نى)م 

أرباح بيع ا من الوحدات - 
وإذا كانت م4 هي أحد الدوال السابقة فإن هامش القيمة المناظرة هو 2 . أي 
أن "©. ع.ء ك1ء "م هي دالة هامش التكلفة ودالة متوسط التكلفة ودالة 
هامش العائد ودالة هامش الربح على الترتيب. أي أن ") هي معدل تغير 
التكلفة بالنسبة لعدد الوحدات المنتجة وهكذا. 


مثال (8): 
توصلت شركة أن تكلفة إنتاج ‏ من الوحدات يعطى بالعلاقة. (بالدينار)» 
0012 +« 0.05 + 200 - :)0 
أ- أوجد تكلفة ومتوسط التكلفة وهامش التكلفة لإنتاج 500 وحدة ولإنتاج 
0 وحدة. 
ب- قارن هامش التكلفة عند إنتاج 1000 وحدة بنظيره عند إنتاج 1001 وحدة. 
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0):2(- 200 + 0.05 + 012 
000 00 >30 


+++ 0.05 + د د 
2 26 
هامش التكلفة 12 0002 + 0.05 -() "0 
أ- عندما 2-500 
5 -<-()"0) , 0.5-(زأه , 250 -(0)2 
وعندما 5000 -2 


5 -(0")2 , 0.59-(82)ه , 2950 -(0)2 


ب- عندما 100 حدر 
5 -<(0")2) , 0.35-(2)ه , 350-(0)2 


عندما 2-1001 
0-5 
الفرق في (17)© 
5 -<(0)1000 -(0)1001 
ولكن 
5 -(0")1000 
أي أن 


(1000)"© -(60)01000 -(0)1001 
إذا كان عدد الوحدات المباعة ع عندما يكون سعر البيع هو ()7 . أي أن 
() هو ثمن السلعة عندما يكون الطلب هو 2 من الوحدات. 
()2 تسمى دالة الطلب» ويكون العائد عندئذء () - )19 
()'2 يسمى هامش دالة الطلب. 
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وكيك أن اتقصيات (2)م يصاحبه عادة زيادة عدد السلع المباعة 5 . أي أن 
()2 هي دالة متناقصة. 
أي أن 0 >(7")20 لكل 29 . عادة نرمزن ل (2)م بالرمز 5 وعادة ما 


مثال (9): 

الطلب ل وحدة يرتبط بسعر بيع القطعة 5 تبعاً للعلاقة 
0 -52-12000 +2 . أوجد دالة الطلاب ودالة هامش الطلب ودالة العائد 
وهامش العائد. أوجد 8 من أجل أكبر عائد ممكن وأوجد هذا العائد. 
الحل 
أ) 52-12000-0+ن2 
دالة الطلبء 21 -12000/ - 5 -()م 


2 («)معر - )1 
دالة العاتدء 23 -12000/يسج - 
1- 
هامش الطلب» زعرا"ثر 
عق 12000-1/ل. 5 
ا 12000-3 ا د, 
م ا مد 
أكبر عائد عندما 0 -() 1 
0 -:12000-3 
إذن يوجد عدد حرج هوء 
0 دير 


ولما كانت ()"/. موجبة لما 4000 >2 > 0 وسالبة لما 


4000 > 2 > 0 
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.'. عند 4000 -2- يوجد نهاية عظمى للعائد» هي 
دينار 253000 -(2)4000 ح و1 


مثال (10) 
اكتشفت شركة إلكترونات أن تكلفة إنتاج ا آلة حاسبة في اليوم هي (بالدينار). 
0.032 ج+ير5 + 400 - :)0 
إذا بيع كل آلة حاسبة بمبلغ .10.5 20 أوجد.,الإنتاج اليومي الذي يؤدي 
لأعلى ربح. 
الحصل 
:03 +ير5 + 400 - (:)0) - سعر التكلفة 
(:)8 -20 - سعر البيع 
(0)2 -(8)8 - الربح اليومي 
(د)0 - )1 - )م 
:0.03 -400 -:15 - 
وتكون (2)م عظمى عندما 
0 )"76 
0 -15-0.06- 
75 20 -2 
ويلاحظ أن. 0.06--(:)"7 
.'. عند العدد الحرج 250 -2 توجد فعلا نهاية عظمى» 
(2)250 د دورط 
2.1 1,475 - 
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ب - في العلوم الاجتماعية والجغرافية 
يدرس كل من الاجتماعيين والجغرافيين ظاهرة الانتشار الاجتماعي 

110 506131: أي انتشار معلومة معينة» أو اختراع تكنولوجي أو بدعة 

ما عبر السكان. إن أفراد المجتمع يمكن أن ينقسموا إلى هؤلاء الذين يعرفون 

المجموعة والآخرين اللذين لا يعرفنها. 

ومعدل الانتشار يتناسب مع عدد الأفراد اللذين يملكون المعلومة وعدد الأفراد 

اللذين مازالوا لم تصلهم. 

إذا كان 2 هو عدد الأفراد المالكين للمعلومة» وعدد السكان هو لالرء وكان 

معدل الانتشار هو )1 2 ذا )1 فإن» 


0 -07) ع0 30 ش 
0 07 )1 -- 08 


حيث 2 ثابت التناسب. ويبلغ هذا المعدل أقصى قيمة عندما 0 -()”7 أي 
ام 

لاح ير 

2 

أيْ أن معدل انتشار المعلومة يتزايد حتى يصبح نصف الناس على علم بها ثم 
يبدأ في النقصان. 


جه- في علم الأوبيئة: 
نفس مبدأ انتشار المعلومة ينطبق على كيفية انتشار الأمراض المعدية. إذا كان 
5 عدد المرضىء 2 عدد اللذين مازال المرض لم يصلهمء 77 عدد السكان. 


00 هك 


0 
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2-0 دق)” 
لذلك 
/80- -5 
(5 -77)و8- ب 
د البيئة : 


إذا فرضنا بيئة بسيطة بها عينتان من الحيوانات» أحدهما يفترس الآخر 
ولتصوير هذا النموذج تصور ثعالب مفترسة تفترس أرانب. 
الأرانب تعيش على البرسيم وهو متوفر ولكن الثعالب لها إلا الأرانب كغذاء. 
فإذا كان 
()1: (2)4 هو تعداد الأرانب والثعالب على الترتيب عند لحظة /. 
نجد أنه إذا لم يكن هناك ثعالب أيْ 0 -(7)4 فإن دالة النمو للأرانب» 

)21 )1 
حيث 3 مقدار ثابت. 
أيْ أن نسبة تزايد الأرانب 1/1 ثابتة وتساوي 2 . 
أما إذا لم يكن هناك أرائب أئْ 0 -(72)4 فإن الثعالب تكون في تناقص 
مستمر 
)لم دل)"م] 

٠»‏ 2 مقدار ثابت. أي أن الثعالب ستواجه تناقص مستمر بنسبة ثابتة 


ولكن الحالة الهامة ولأكثر إثارة هي عند وجود النوعين. 
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فإن معادلتي النمو يحتويان على الجداء (7)4(7)4. لأن عدد مرات قتل 
الأرانب بواسطة الثعالب يتناسب مع عدد مرات المواجهة بينهماء الذي بدوره 
يتناسب مع كل من (8)4 و (2)6 أي مع (4(8)4).. وكل عملية قتل 
تقلل عدد الأرانب )12 
ويقلل من قابلية نمو الثعالب أي أن» 

() لط - ه) )1 - )1 

(م - ل )كلس)()" د )"م 
حيث 2171 5 ثوابت. 
وبما أن 0 <(8)4 .» 0 <(7)4 فإن إشارتي (1)4» (7")4 مثل إشارتي 
(2-1)0 و 8 -(270)4 على الترتيب. 
ويحدث استقرار عندما 0 -(19)4: 0 -(1")6 
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تمارين 2-6 
تتوقع شركة معدات إلكترونية أن تكلفة * من الآلات الحاسبة يومياً هي 
22 +62 + 500 - )0 
إذا بيع كل آلة حاسبة بسعر 18 دينار. أوجد : 
أ) دالة العائد. 
ب) دالة الربح. 
ج) الإنتاج اليومي اللازم لجعل الربح أكبر ما يمكن. 
د) النهاية العظمى للربح اليومي. 


2) مكتب يتكون من حجرتين ومساحته الكلية 100 متر مربع. يوجد بابان 
أحدهما بين الحجرتين والآخر باب الخروج. كما بالشكل. عرض كل باب 
1 متر. إذا كانت تكاليف دهان المتر الطولي من الحائط هي 10 دينار 
(مع حذف الأبواب) اثبت أن تكاليف دهان الحوائط ()0'1) حيث عر 
عرض المكتب هي 

200 

ا ديرو )+0 - زمه 
2.6 


أوجد الخطين التقاربيين الرأسي والمائل وارسم بيان (:)0© لكل 
0 < أوجد التصميم الذي يقلل التكاليف لأدنى حد. 


شكل (143) 
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3) في علم الكيمياء الحيوية تعطى الاستجابة الحدية العامة بالمنحنى 
"و هو / "مدع 
حيث 14 هي الاستجابة الكيميائية المناظرة للتركيز 5 من مادة كل من 
عل 1؛ 2 
ثوابت موجبة. ومثال على ذلك هو المعدل 7 الذي يزيل به الكبد الكحول 
من تيار الدم عندما يكون تركيز الكحول 5 . 
وضح أن 15 دالة تزايدية في 9, وأن م -12 هو خط تقاربي أفقي للمنحنى. 


4) صانع أفران ميكرويف يعين تكاليف إنتاج :ا من الأفران من المعادلة 
0.0002 + 0.052 +ع:4000+100 -(0)2 
قارن هامش تكاليف إنتاج 100 فرن بتكاليف إنتاج الفرن رقم 101. 


5) مجرى مائي للصرف مقطعه على شكل حرف 17 يصنع من ألواح معدنية 
عرضها 25 سم أوجد زاوية الرأس بين جانبي المجرى التي سوف تجعل 
كمية الماء التي يحملها أكبر ما يمكن. 





شكل (144) 
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بند (3-6): تطبيقات في الديناميكا. 
نستعمل في هذا البند المشتقات لوصف وتحليل أنواع مختلفة من الحركة» فغالبا 
ما ساعد الحسبان في دراسة الأجسام المتحركة وسوف نكتفي هنا بحركة الأشياء 
في خط مستقيم. حيث سوف نعتبر أي جسم متحركء كبيرا كالسيارة والقطار 
أو صغيرا مثل إلكترون متحركء كأنه نقطة 7 والطريق الذي تتحرك فيه هذه 
النقطة كمستقيم 7/. فإذا كان إحداثي النقطة 7 على هذا الخط عند زمن ) 
هو (5)4» فإن (5)4 تسمى دالة الموضع للنقطة 2. إذا كان / رأسيا فإن 
(5)4 تستبدل (1)4 وإذا كان 7 أفقيا استبدلت (5)4 ب (8)4. وسرعة 
النقطة 7 هي معدل تغير (5)4 بالنسبة للزمن» (3)4» ويرمز لها بالرمز 
()/. 
()1 -(1/)4- السرعة 
وتسمى (1/)4 دالة السرعة» وإذا كانت (1/)4 موجبة على فترة معينة فإن 
0 <(3)40 أي أن (5)4 متزايدة وتتحرك نقطة 7 في الاتجاه الموجب 
للمستقيم /. أما إذا كانت (1/)4 سالبة فإن 0 >(83)4» (5)4 متناقصة 
فتتحرك 2 في الاتجاه السالب وتكون 0 -(1/)4ء عندما تغير 2 اتجاه 
حركتها. أما مقدار السرعة بصرف النظر عن إشارتها أي (1/)4] فيسمى 
"الإرقال 50660" أو حتى يسمى مقدار السرعة كما هو. 
العجلة (2)4 للنقطة 7 عند زمن + هي معدل تغير السرعة بالنسبة للزمن. 
(1)6-(8)4 - العجلة 
أو ()ة -<2)0 
تسمى (2)4 دالة العجلة. ويمكننا إعادة كتابة (1/)4 (2)6 على النحو 
و0 لال 05 
كد داه : كار 
وتكون العجلة موجبة عندما تكون السرعة متزايدة وعندئذ تسمى تزايد وتكون 
سالبة عندما تكون السرعة متناقصة وعندئذ تسمى تقصيرء» 
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(2)4 تسمى تزايد أو تعجيل ج- 0 < (2)4 
(/)2 تسمى تقصير أو تباطؤ ج- 0 >(2)4 
عندما تكون السرعة قصوى <- 0 -(2)4 


مثال (11): 
تتحرك نقطة 17 في خط مستقيم بحيث تعطى دالة الموضع 5 بالعلاقة, 
0+ + 156 © د )و 
أوصف الحركة أثناء الفترة [1,9]. وأوجد إزاحة الجسم في هذه الفترة 
والمسافة الفعلية التي تحركها. 
الحل 
بالثقاف ل قدضيق على 
3 +301- 306 - ()ؤ - )نا 
66-0 -())ن - (2)0 
نجد أن 0 -(1/)4 عندما 
0 -63-+312-301 
0 -02-10+21/ 
0 -(7-(3-غ)) 
أي عننما 74-3 2غ 
أي أن الجسم غير اتجاه حركته مرتان عند 3 -4» عند 7 -/ 
وببحث إشارة (1/)4»؛ على الفترات الجزئية (7,9) , (3,7) , (1,3) 
نجد السرعة تغيرت إشارتها من + , - , + على الترتيب 
أي أن الجسم تحرك إلى اليمين من 4-1 إلى 1-3 ثم إلى اليسار من 
53 إلى 2*7 بواكينا 'إلن البميق من دع إلى 9ك 
المواضع (5)1» (5)3» (5)7» (5)9 هي كما يلي: 
9 (1)و. 91-(5)3: 59 -(5)7: 91-(5)9 
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أزيح الجسم في هذه الفترة من (5)1 إلى (5)9 أ الإزاحة الناتجة هي 
(5)0ى-(5)9 
91-95-22- وربى الإزاحة - و12 
أيْ أزيح الجسم يمينا مسافة 32. 
ولكن الواقع أن الجسم تحرك من (5)1 إلى (5)3 لليمين 
ثم تحرك من (5)3 إلى (5)7 إلى اليسار 
ثم من (5)7 إلى (5)9 إلى اليمين 
يميناء 32-()5-(5)3 -101 
يساراءه 32- -(5)3 -(7) - ,ج102 
ثم 
يميناء ‏ 32-(5)7-(4)9: - و12 
متر 96 - |وب10| + | ج12 + |ج,10/ - ورك المسافة الفعلية 
لاحظ أن الإزاحة الكلية 
متر 32ح و12 + بوط + و10 - و1 ( أنظر شكل (145) ) 


0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 0 





شكل (145) 
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مثال (12): 
قذف صاروخ رأسيا إلى أعلى بسرعة 121/5 140 فوجد أن المسافة الرأسية 
فوق سطح الأرض بعد زمن 1 ثانية هي بالمتر» /[» 

140-97 - )بر 
أ - أوجد الزمن والسرعة عندما يصل الصاروخ للأرض. 
ب - أوجد أقصى ارتفاع للصاروخ عن سطح الأرض. 
ج - أوجد العجلة عند أيْ لحظة زمنية 1. 
ادق 
أ- يتحرك الصاروخ على محور #زء ونقطة الأصل على الأرض. وسنعتبر 
الصاروخ كجسيم صغير يكون الجسيم على 


الأرض عندما 0 - (4)/ز )0 
أي 140-4.92-0 

0 -(140-4.9) 1 
أي عند اللحظتين 04-10-92 


0 -1. 28.575 -)] 
0 -1 هي لحظة الإطلاق» 28.575 -] 
هي لحظة وصول الصاروخ مرة أخرى 
للأرض. والسرعة التي يطرق بها الأرض شكل (146) 
هي إذنء ‏ (1/)28.57 
ولكن 140-84 - )يز )نا 
إذن» وتم 140- - (1/)28.57 
والإشارة السالبة تعني أن الصاروخ عندئذ متحرك إلى أسفل. 
نلاحظ أن سرعة الإطلاق وسرعة الوصول متساويتي الأرقال. 

و بط 140 - [28.57)ن - [0)ما 
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ب- أقصى ارتفاع» ,رو/ يحدث عندما 0 - نر أي 0 ح بل 
0 -:140-9.8 


أي عندء 14.295-] جه م 


ولذلك أقصى ارتفاع هو 
(1)04.29 2 عتم 


2 
إلا /وم )و2 
7 7 


- 1000 27 


ج- و/تم 9.8- - ())ن-(4)ه0 


وهي عجلة ثابتة ناتجة عن قوة جذب الأرض للأجسام. 


الحركة التوافقية البسيطة ( 5.11.11 ) 1200102 1211110111 ©122216زك 





يقال لنقطة 7 متحركة على مستقيم 7 أنها في حركة توافقية بسيطة إذا كان 
إزاحتها عن نقطة الأصل (5)4 معطاة بإحدى العلاقتين 
(0+غه)مصنهه -<ل)د أو (ن+أم)أومعم4 -())د 
حيث 4 » ١0‏ 0 ثوابت. 
وفي هذه الحالة 
(0+ام)ومعهه -()ذف أو (0+]م)صنوههم- -()ذ 
(و+اها)مهم “م -0)ة أو (وجانم)ومعم “م- )ةق 


75)0ه- -8)0 أو ).7م -()ة 


أي أن كلا الحالتين أدت إلى أن العجلة» 

(075)0- - )2 
وهذة العلاقة أيضا تعرزف” الحرئكة التؤافقية البسيظة:. هالدركة التو افقية البسيطة 
هي إذن حركة جسيم بعجلة مقدارها يتناسب طرديا مع مقدار 5 ودائما 
شار كها متقالفة شار 5 
وفي الحركة التوافقية البسيطة تتذبنب 7 بين نقطتين على /. 
إحداثياهما ‏ +. 4 -. ولذلك فإن سعة الذبذبة هي أكبر إزاحة عن نقطة 


الأصل إك|. وزمن الذبذبة هو 2 أما عدد الذبذبات كل ثانية أو ما نسميه 
التردد فهو م 
27 

تسمى الزاوية 6 زاوية الطور. 
انما أ عتدماء 
(0+غمامنتعه -())د » (م + أم)ومعمم د رر 
ومن حساب المثلثات» 
1- (وج+اه) ”وم + (و +عه)” مذو 
نحصل على 

من 5 
دوو 5 7 


وحانه ادم+ د بر 


1 


ومنها 


السرعة أكبر ما يمكن عندما 5-0 والعجلة- 0 بينما 0 - لما عندما 


قرحو هودن 
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مثال (13): 
يتحرك جسيم على خط مستقيم حركة توافقية بسيطة بين الموصفين 
20 - 5» 1077 ح 5 فبلغت أقصى سرعة له 11/5 50. أوجد سعة الذبذبة» 
التردد والزمن الدوري وأقصى عجلة له. أين ومتى تصبح سرعته لأول مرة 
5 25. علماً بأن بدء الحركة عند 27 ح 5 . 
اتسحدل 
اميت كل لصويو 
4 - أقصى سرعة 
و/80 12.5- 0 ج 4ن - 50 
- 275 
ا الدوري 
نفرض أن 
(0+غام)منتقم - ب 
(0+غ12.5)مزو4 دن 
حيث 17 الإزاحة بالنسبة لمركز الحركة التوافقية البسيطة وهي نقطة 
التنصيف بين 2 -5. 5-10 أي عند 5-6 فيكون موضع الجسيم عند 
أي لحظة هو 
(0+غ12.5)صنو4 +6 - 5 
بوضع 0 -1,. 2 - 5 


:0 جح 1-- 100و + 0مزو4 +6 ع ى 


1 5-6-4 جه 
1 - ف -())/ا 


(1) 720/5 تعني 070 ©720121/56 أي زاوية نصف قطرية/ ثانية. 
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بوضع 2511/5 - /1 نجد أن» 
(50512012.5 25 
1 
-- (511)12.54 
0250-2 
2 ] 
6 


وبشحغع 
75 


وعندئذ» 
0 -5 
6 


لتويود 
2 


5-6 
دم 2.536 ب 5 


السقوط الحر 1'"911 1/12 
تبعاً لقانون نيوتن للجذب العام فإنه أية كتلة 171 تنجذب نحو مركز الأرض 
بقوة تتناسب مع كل من 121 وكتلة الأرض 7/1 وعكسياً مع مربع المسافة من 


إلى مركز الأرضء 1ء 


ا ١‏ ار 


0 ل 


شكل (147) 
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وينص قانون نيوتن الثاني على أن حاصل ضرب الكتلة 171 وعجلة حركتها 
نحو مركز الأرض يساوي القوة المسببة للحركة. أي أن 








للك )وم - م 
1 
0_0 
ج- دراه 
1 
بوضع +2 -م حيث 12 نصف قطر الأرضء» ا ارتفاع الجسم عن 
سطح الأرض فإن» 
0 
(رجعم) 
وعندما يكون الجسيم على سطح الأرضء» 0 -2زء فإن 


م كت دو رمه 
م سير 
وبالتعويض عن ثابت الجذب العام © » ونصف قطر الأرض 1 وكتلتها 7/1 
نجد أن 2 /رم 9.8و هدع 
وتصبح العجلة عند أي ارتفاع هي 





1 0 1 د 


ولجميع الأجسام سواء على سطح الأرض أو بالقرب من سطح الأرض حيث 
( ع1 >>( ) تكون, 

م -(2)4 
وهي عجلة ثابتة تسمى عجلة الجاذبية الأرضية متجهة دائما لأسفل نحو 
مركز الأرض. فإذا اعتبرنا محور الإحداثيات بنقط أصل عند سطح الكوكب 
واتجاهه الموجب لأعلى فإن العجلة تكون سالبة 
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أي م--()2 
وحيث أن (1/)4- (2)4 فإن دالة السرعة يجب أن تكون على الصورة 
6 +عع- - (ع)نا 
+0 ح وما 
اع - وبا (ع)نا 
وااو 0 هذه السرعة يجب أن تكون على الصورة 
0 + 7 اونا )ار 
فإذا بدأ الجسيم حركته عندما كانت 00 0 -] فإن 
© +0-0 - وق 
وبالتالي 
1 
1-8 0ل 
3 1 و <( 
وهذه الدالة تعطي موضع جسيم ساقطاً بحرية تحت تأثير الجاذبية فقط. فإذا 
ترك جسيم يسقط بحرية من ارتفاع 10 متر مثلاً. فإن» 


10-2 +10 -0)ر 


و10-4+4-())ر 
أي أن ارتفاعه أثناء السقوط يتناقص حتى يصبح صفرا (يرتطم بالأرض) عندماء 
10-0 


10-492 -0 
] - 5 
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مثال (14): 
5 ممتى يصل إلى الأرض. 
الحصل 
1 
7ع ب -نونا+ مز -(1)4 

5أم-م- ولاء 30-100 .2 9.8 دع 

50-9 + 9.8 - )بر 
وعندما يصل للأرضء أي عندما 0 -(4) 


يكون 
0 -9.8+50-4.92 
0 -4.92-50-9.8 
0 -49/2-5001-98 
8 44 + 5001/5002 _, 
048 
45 - ] 
مثال (15): 
يتحرك جسيم في خط مستقيم رأسي بحيث يعطي ارتفاعه عند أي لحظة (5)) 
بالمترء /زء على النحو 


34 3 1 +2 - )ير 


متى تنعدم سرعته وعلى أي ارتفاع ؟ أوجد العجلة عند منتصف هذا الزمن. 


الحل 
“انز - (4)” 
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شقان )و + 0-2 
4 


0- 211+ 3172-6 

0 -21-456 +312 
0-(38+س1-12()3) 

38 

5 

و2-غم جح 32-12 ج 


دن , 1-12 


/ ان 6 +(2)2 - )بر 





232<2 
-4+3]8+25( 


24+06 +4 - 
- 
.". أقصى ارتفاع يصل إليه الجسيم هو 94 مترا. 


أما العجلة» 
(نكز -<(2)4 
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م 
31 


د59 
3 


والعجلة عند منتصف زمن الصعودء أي عند 1-15 هي 
0ه -(0)ه 
)0 


2 م 322 - 





مثال (16): 

يتحرك جسيم في خط مستقيم ويتحدد الموضع (5)4 عند 4 ثانية بالعلاقة؛ 
21 
جيك - )و 
1 


اشرح حركة الجسيم منذ أن مر بنقطة الأصل عندما 1-0 إلى © ج ]. 
أين يكون الجسيم عندما 10005 -4 ؟ ضمن الشرح شكل وقيمة الموضع 
والسرعة والعجلة» وارسم بيانات تغيرهم مع الزمن. 
الحل 
20-220 2سا 0 005 
”2 + 





27 8 
+ 
2120 + 11 22- 6 -(40 1 + - )نا - )2 


2م +1 


348 








الود تت رت ل ا 


1 + 2 


1 4 -3[ 


+ 2 


و1 -غم جح 2-2-0 


تنعدم السرعة عندماء 0 -(4)/ا 


وتكون عندئذ» 
دم -(5)1 
وعند هذه اللحظة يغير الجسيم اتجاه حركته. 
ولكن متى يعود إلى نقطة الأصل ؟ يعود عندما 0 - 5 
2 
غ +1 
والطرف الأيسر ينعدم في حالتين؛ أول لماء 0 -4 أي في بدء الحركة (حيث 
بدأ الحركة عند نقطة الأصل) 
وعندما © ج ]. أي أن الجسيم يعود بعد أن يكون قد قطع مسافة 1 متر في 
زمن 1 ثانية ولكنه لن يصل إلى نقطة الأصل إلا بعد زمن لا نهائي. 
وبالرجوع للعجلة نجد أنها تنعدم عندما 
و 3 -ع , 0-) 
أي أن السرعة بلغت قيم قصوى عند بدء الحركة وعند 3/+ -4 فنجدها 
كانت أكبر ما يمكن عند بدء الحركة ثم تناقصت حتى انعدمت عند 15 -) 
حيث غير الجسيم اتجاه حركته. ثم بدأت في التزايد في الاتجاه المعاكس (نحو 
اليسار) حتى بلغت قيمة عظمى عند 5 3/+ -4. 
إذن عند 3/ -4 بدأت السرعة تتناقص وتحرك الجسيم بتقصير لم يمكنه من 
العودة إلى (0 - 5). 





3149 





وبيانات العلاقات (5)4» (1/)6» (2)4 موضحة في شكل (148) 


! 
1 انقلاب‎ 
1 1 (١ 


ي) حك 
! 


5) 


2) 


4 (ج) 4 ا 


شكل (148) 
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تمارين (3-6) 


في التمارين من (1) إلى (11)» تتحرك نقطة في خط مستقيم وموضعها 5. 
أوجد السرعة والعجلة عند أي لحظة زمنية 14. صف حركة النقطة في الفترة 
الزمنية المعطاة. وضح الحركة برسم من النوع الموضح في شكل (145). 

1( 1+4 - 32 - )و ؛ [0,6] 
6-غ5+ 2 -())و . [0,3] 
2+36-6-())و ء. [2,2-] 
2 2و 26 - )و ؛ [0,4] 
1+عو-ث دل ).و , [3,3-] 
م15/2-2+غ10-36-))5 ٠‏ [1,4] 
م#-ع6 + 12-))و . [2,3-] 
24-6 + 156+ 286 -())و ؛ [ك,0] 
0 0 اليه [0,6] 
٠ 5)0(-‏ [2,2-] 
7 ا ٠‏ [0,2] 


يح ييا حل 


عه 
تكن ترز امحصي ١.‏ بحطصي بتكي “طون :كر كم يا 


مسحصصر 


2 


للا 
ل كه كا كك 


تم 


في التمارين من (12) إلى (16)» تقطع نقطة متحركة على مستقيم المسافة 
(5)4 في زمن ] وحدة. رده السرعة بعد 3 ثواني وأذكر في كل مرة متى 





12 8-غم , 56+2-())و 
1 

13 مدع , 2( 

| 1 ك 

14/ 8-يم , 32+7-()و 

15) 3 -م , 2+غ56+3-())و 

16/ ل ب 6+2 1ل - )ةد 


قذف جسيم رأسياً لأعلى بسرعة ابتدائية 14 متر/ث وارتفاعه بالمتر عن سطح 
الأرض بعد 4 ثانية هو (714. أوجد في كل التمارين من (17) إلى (19): 
أ- السرعة والعجلة عند 1 ثانية. 


ب- أقصى ارتفاع 
ج- فترة الرحلة 
7( 4 دن , 162-غ144-()5 
8) 192دس , 162-غ100+192-()5 
9 دن , تمو-عم-ط-()و 


يتحرك جسيم حركة توافقية بسيطة وموضعه عند زمن 4 هو (5)4 أوجد 
سعة الذبذبة وزمن الذبذبة والتردد ( من 20 إلى 25 ) 


0) صنو8 -(0)ى 2 21) ِ 060 5 -(5)4 
م 
02) 1 -()و 2 23) 4 0 مزو6 -(5)6 
4) 8116-52 -(0)ز ‏ 25) 165--())8 . 20 د وورة 
6*) التغيير السنوي في درجة الحرارة 7 ("0) في ستاتن ايند يمكن تقريبه 
بالمعادلة 10+ 2 -)2 إن 8 -1 


حيث 1 بالشهورء 0 -1 تناظر أول يناير. أوجد قيم تقريبية للمعدل الذي به 
درجة الحرارة في أول أبريل وفي أول نوفمبر. في أي من شهور السنة يكون 
تغير درجة الحرارة أسرع ما يمكن. 
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خلال 24 ساعة معينة. 
أت قرب مستوى سطع الماء :نز يتغبيز .على شبك 
0 +(ه +غ6)مذزوة -ير. 0 -غ تناظر منتصف الليل. 
ب- أوجد سرعة ارتفاع سطح الماء عند الظهيرة. (الساعة 12 ظهرا). 


4 8 12 162024  )ةعاسإ‎ 


3 


0057-7 





شكل (149) 


38) السونامي هو موجة بحرية تنجم عن زلزال تحت سطح البحر مثل الذي 
حدث في شريط آسيا. هذه الموجات قد تصل لأكثر 100 قدم ارتفاعا 
تنتشر بسرعات هائلة. يمثل المهندسين السونامي بمعادلة على شكل 
1 2005 - نز . 
أفترض أن موجة ارتفاعها (قدم) 25 -78 وزمنها الدوري 30 دقيقة تنتشر 
بسرعة 180 قدم/ثانية. 
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أ- إذا كان (/ب) نقطة على الموجة المبينة في شكل (150). عبر 
عن نز كدالة في + علماً بأن 25 -/ عندما 0 -4. 
ب- ما سرعة ارتفاع (أو هبوط) سطح الموجة عندما # 10 -/. 





شكل (150) 
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بند (4-6): الانحناء 1]1417 6111174 

عندما تتحرك نقطة على منحنى '1» قد يتغير اتجاهها بسرعة أو ببطء على 
حسب ما إذا كان '1 ينثني بجدية أو بالتدريج. ولقياس معدل انثناء أو تغير 
شكل المنحنى '1»: نستعمل مصطلح " الانحناء " أو " التقوس ". 

وفي هذا البند سوف نعتبر وحدة المتجه المماس ووحدة المتجه العمودي على 
المفكدن (للذان) بكرا عونا لنناققطا نيدأ الأتحناء. 

نفرض أن الجسيم كان عند لحظة معينة عند نقطة 7 . شكل (151) على 
المنحنى '1 وأن متجه الوحدة المماس عند هذه النقطة هو © يصنع زاوية /إا 
مع المحور. وهو في نفس الوقت في اتجاه السرعة (8)4 حيث (5)6 
موضع الجسيم على المنحنى عندئذ. العمودي على المنحنى عند 7 نرمز له 


: 5 7 
7 ومتجه الوحدة في اتجاهه هو 2 ويصنع زاوية اي محراو 
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بعد زمن قدره 1ل انتقل الجسيم إلى "2 تبعد 2 مسافة 485 على المنحنى 
ويصبح متجه الوحدة المماس عندئذ 6 أو 2+2 يصنع زاوية 
1 


مع المحور< . يتقاطع العمودان مع بعضهما في نقطة © هي مركز الانحناء 
(التقوس) عند هذه النة لنقطة 27 . ومن الشكل نجد أن 


اام - ول 
حيث '7ن بح هن - م هو نصف قطر الانحناء (التقوس). 
إذن 
جح 11[ ع 
1ل مجام 
أ 
ك0 _ 
به 


أ- فإذا كان المنحنى '1 معرف بمعادلته الديكارتية. فإن من شكل (152) 
وهو يكبر المسافة من 7 إلى "ء نجد أن» 


ضرم + ترم - “وم 
2 2 
]+ 6 كر 
لل عل 49 ىم 0 
أو 
2, 05 ل 
+1/, -- 
01 
سبي 
كذلك ل - لباطةا 2 
2 


شكل (152) 
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2 


2 
الل 
"د ”الاك 
2 + رركهها +1 حك 
إذن 
1 05 
0 01 دم 
14 ال 
مرج 01 
3 
2 1 + 
1 
تعريف: الانحناء م للمنحنى '1 عند نقطة (/ز 2)3 هو 
لدع 
05 م 
3 ف حدع] 
زمر + 


ب- أما إذا كان المنحنى معرف بمعادلتين بارامتريتين 
()د ديد (#)بر حير فين 
ضرح + ترم - “وم 
0 
0 0 01 


01 
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كذلك 


0 
خ - را طتة] 
01 4 
5 
, 0 314 0 لال 2 
عرو د ح. - ©5866 
0 ال فين ال 7 
026 ”م 5 لال 











َ ل 
غخز قة _ باك 
مورم يخ -08 
5/04 _ 
0007 
1 
قز نز 
0 
3 
قز نز 
كر 
لإمرم) م" 


ج- مركز الانحناء (مركز التقوس) نجد من شكل (153) أن الإحداثي )2 
لنقط ©»: مركز لانحناء هو 
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/511 م -2 ح ار 


ار 5 








كذلك» 
/زا 005 م جو دل 
للطيوير م1 24 
12 
كذلك في الصورة البارمترية شكل (153) 
نجد أن 
5 و 
ع 207 
الاق يدض 
ع 20 
ومن الأبسط أن نكتفي بتذكر أن مركز الانحناء هو 


( نإاومء م +[ , لزاط[اة م -عز)ه0 


مثال (17): 

منحنى '1 تمثله المعادلتان البارامتريتان 7) -يرء © ديرء 85 ج4. أوجد 
التقوس عند نقطة 7 بارامترها 0.5 -1 وأوجد مركز ونصف قطر دائرة 
الانحتاء عند: 0,8 42 على رسطة واحدة: 

الحل 


كف لقعا ب كرك 0ن --(0.5)ز 
-0)ز: )6 -0)نز > 2-(8)0.5: 3-(1)0.5 


3259 


ا 
16 
76 _ 0 


ومد ب 125 1 
96 


1 
_ 


/لا5م60 م جر دآ 
داك 500 
5 96 


0ت 
24 


إذن (0.531,1.167-)ه 
معادلة دائرة لانحناء هي» 


الم 
عات كحو انه اتخصيهر 
56 6 32 
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شكل (154) 





مثال (18): 
أوجد معادلة دائرة تقوس المنحنىء 4 - ثر عند النقطة 28 -/. 
العملا 
ع4 - ثرو 
2 
د كل جح 23/4 
13 
2 22- 0-8 ى, 
سحو متت بات للخحديير 
“د سر 7 
47- , 
ل د 7 
/ ا / 
غنه بو جين[ كاري دك ووو ل 
22 


وم 
دن | كا 


5 
|| 
كس 


868 - 6 دام 


22 


سلب ح 
دن | قم 





نصف قطر الانحناء 40/28- - إم| 
الإشارة السالبة تعني أن المنحنى مقعر لأسفل» وهي نفس إشارة "ل . 
7 
عع ين جح [1- لامها 


4 
لاما م -2 ح مر 
1 
م6 - ج40/28(7-)-2 - 
لوقه ) 
/لا005 م جنر دللا 
1 
و----.4./2- -ج2 - 
2/ 


(28-,0)52 مركز دائرة الانحناء 


معادلة دائرة الانحناء» 
7 - 28(7 جير) + “(ه5 جعر) 


0 -382 سترق4 بعرو 10- ضر + مر 
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تمارين (4-6) 


في التمارين من (1) إلى (15) أوجد 
أ- الانحناء عند النقطة 7[ 
ب- مركز الانحناء 
ج- ارسم بيان المنحنى ودائرة الانحناء. 
(5)01 , 2 دير 
(1,1)م 8 -ر 
(2)0,1 , 2و0 دير 
(2)2/3,2 , جاعهة د بر 
(28,2 , #امدير , 1-ودع 
0 -))ص , 3جع4 + ث6 دير , ابجاحعيعر 
0 , 8 داديرو ‏ ادير 


سم وح ورا حل 


د د د اد ا ع ع الم 
صا 52© ل م0 


م 051 -1-ز( ,]1ضطلو-) حير 


5 


9 با ام ]7-3005 ,25101 جع 


0( ع 0 )تمنو دير , 0)أوم حير 
1 : 
11 [,- ار , ب 
( د 1 ماه ع نل 
2) (2)0,1 , جزءءة در 
3) ([ي1) , 1عدير 


6) أوجد نقط المنحنى التي عندها الانحناء أكبر ما يمكن» 
أ- 36- شر4ِ + ثرو ب- 36- تر4 + يرو 


خخ 1ه ح نل 


7) أوجد نقط على بيان المعادلة المعطاة ينعدم عندها الانحناء. 


أ ه12 تير دير وت غ1 مها - ن 
ج- تر +1 ديرو د تبرق 2 دير 


8) أثبت أن الانحناء في نظام الإحداثيات القطبية المستوية (7,6) هو 


دل 3 2 مم _- م2 
0 ع 5 -001 3 2/ دع]1 
١ 5 2 00 (10‏ 
في التمارين من (19) إلى (20).» وباستعمال نتيجة تمرين (18) أوجد انحناء 


المنحنيات القطبية عند (7)17,6 
9) 2#> 0>6 , (050ه-2)0 -م 
0) 2 > 60 >0 , 1-5126 


في التمارين من (21) إلى (24) أوجد مركز التقوس لنقطة 7 على بيان 
المعادلة المعطاة. 
21) (1,1)م 0 -22ر 
) 10ب) , 
23) (1 0 : ل و 
( )1 -ع)م 2 ديق حير 


24 
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إذا كان المتغير 8 له قيم ابتدائية 20 ثم تغير إلى 3 فإن التغير أو الفرق 
مد - 3 يرمز له :4 ( دلتاءا ). التغير المناظر في قيمة (1)1 -/ هو 
( )7 -()1 » ويرمز له :[2. 


53 


تعريف: 
إذا كان (:)/ -ر وكان للمتغير ا قيمة ابتدائية 0 تغيرت إلى | فإن 


م5 - 8 - ل 
والتغير المناظر في قيمة /[ هو 
(م)/ -لعد + مد)/ دنرد 





4 ١ 
بالرجوع إلى شكل (155) نجد أن النسبة 0 هي ميل الوتر 70 » يرمز‎ 


غ1 
لها 0م111 . 
إذن 
عي 
أو 
ان م111 ح :[1 


ونحن نعلم أن» 0 - | -:43» لذلك إذا علمت قيمة تقريبية لمقدار 0م111» 
يمكننا استنتاج /(4 و (4)3 . سبق وعرفنا ميل المماس على أنه نهاية ميل 
الوتر (القاطع) المار من 7 إلى © . كما عرفنا )”4 كرمز لهذه النهاية. 
أي أن نم82 تقريبا يساوي ( )”72 إذا كانت | ليست بعيدة عن 20 . 
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شكل (155) 
فيكون لدينا 
برد +(ود)؟ -()1 
كوم +( 30 )1 ب 


كر مد)”7 +( ود)2 ع( )1 


وهذه المعادلة تمكننا من استنتاج قيمة تقريبية ( 203 باستعمال القيم المعلومة 
١ +)30(‏ (50)* . ولابد من التأكد على أن هذا التقريب أكثر مواءمة عندما 
تكون إد قريبة من عكزء وعندما يكون إيجاد (4)30 ٠‏ (42)30 أسهل من 
إيجاد (4)3 مباشرة وإذا أردنا توخي الدقة في هذه المناقشة علينا أن نعيد 
كتابة تعريف المشتقة على النحو؛ 


ا الع ب 5 00 


عم مجعم 40 مجعم 
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00 4 
أل أن كلف" اتيك هذ مق 07 تقتري» الدية .ل يوخ( وو اكز كنا تقو 


لال 
واضح في شكل (155). 
أي أن 
معد , حكزد)” دتردى 
مثال (19): 


إذا كانت 2 + ١/3‏ -()6/ حر أوجد التفريب الخطي عند 6 - يلد ثم 
استعمله في حساب تقريبي للقيم 8/,م» 8.9/-» 9.3/. قارن النتائج بالقيم 





التي تعطيها الآلة الحاسبة. 
الختحة 
عد + 3ل - )1 
1 
د(عر )1 
4 + 3ل+2 8 
وعندما 6 - وز» 
1 1 : 
3 - ول -(ج:)1 . ”2 
إذن 


الآن 


23 2+2 -(7)5 -5+ق/. - ول 
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,/8.9 - /3+5.9- 2)5.9(-2+ 0 - 3 


١9.3 - 3+6.3ل.‎ - 53 1 
6 











بالآلة الحاسبة بالتفريب الخطي الجذر 
27 253 8 

7هش2 3 ش25 8.9 
2.20 205 3 


تعريف: إذا كان (4)1 -مزرء 2 قابلة للاشتقاق» فإن التفاضلة 03 


تعرف بالمعادلة :037 تعرف بالمعادلة 
حكل: )”7 - يرل 





مثال (20): 
إذا كانت 32-5 دمو 
أ- أوجد معادلة لأجل 1/ و ([0 
ب- إذا تغيرت 5 من 2 إلى 2.1 احسب كل من إل» (0. 
ا 
5 5 - ث3 -(7)8 دير 
(1)2 -لعد عع)؟ دترى 
[5- 2ة)-|ك- 2جه +ع)ة| - 
5+ 2-5-2 +عهر2 + 2)ة - 
“)3 +(6:)83 - 
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أما 
:0 )1 - رول 
2011 )” - 
1ل 6 - 


ب-2 باستعمال 2 -ع . 0.1 -82/ 
(4)2 -(74)2.1 دترى 
2»0.1+3)0.1(7 6 دترم 
3 -1.2+0.03- 

(6*2()0.1) - بول 
2 -ح ول 

لأقرب علامة عشرية واحدة. 
-ح ول 

يلاحظ أنه يمكننا كتابة 
برح +2 )1 د نعد جع )1 


برل +()1 ع 
تكل: )”1 - يرل 
مثال (21): 
أوجد بالتقريب الخطي التغير في ©5182 عندما تتغير © من 72/3 إلى 


0 ممم أوجد تقريبا لقيمة 2 أ 
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0مذو -(71)6 دير 
637 05 - [ل0 
1 
بوط 3 - 26 - 06 
9 / 0-7 





1 
ل 0 
1 7 


7 م د 
0 2 
الان 
نول + 0 مذو - ( 46 + 0)مزو 


0 2 اماه 01 ريه 
3 180 


7----- + 0.5660 بح 
7 - 


القمة اللحنقة من إلأنة الحانية 17 | 21 إن الخطأ ل يتعاو3 


1 تقريبا. 
إذا كانت /[4 إلى التغير في 2 المناظر ل 1/. فقد نعتبر /[/ هو الخطأ 
في حساب 7[ الناجم عن الخطأ 41 في قياس 2< . ويمكن تقريب “4ل ب 
/[ كما يلي 

0 

سمه ح نول ع روم 

عل 
١ 4 206‏ 1 1 
فمثلا إذا كان بره وتم قياس كزء على أن 5-1207 بخطأ 
أقصاه 0.0611 + فإن الخطأ المناظر في حساب / هو 


ا 47 لم 
 -+9‏ (4)12(7)20.06 - 
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0 أقصى خطأ في حساب 0 رن “بون 109+. 

هذا الخطأ يسمى الخطأ المطلق. أما نسبة الخطأ 0.06 + في « بالنسبة إلى 
2 - فيسمى الخطأ النسبي في قياس وبالمثل الخطأ النسبي في حساب 
هو 


تعريف: إذا كانت (4)2 -نز وتغيرت من 70 إلى 31 بالتناظر مع 
تغييرا من 50 إلى د فإن: 
1( الخطأ المطلق 0 - 3 -:457 ويقرب إلى عتكز :)1 - 0797 


العة ل و 
0م 0م 


3) الخطأ المئوي 00ب لك ويقرب إلى 100 4 
0( 0( 





مثال (22): 

يتغير حجم الغاز/1 وع الضغط 8 تغيرا أديباتيكيا تبعا للعلاقة 
(ثابت - 21/7 ) حيث 1.4 - /. فإذا كان حجم الغاز 203 والخطأ في حسابه 
فق 1062177 أوبهد الخظاين: القند و المشودي في لفسناني» الشتعل: 

الحل 


3/11 








0 
بم (-_ لذ 
1 مر 
3 و 10 
عندما 21 حلا 2 سح - 417 
0 
00 ظفك 
0 
4510-6 1 د الك 
م 
الخطأ النسبي» 
اس لذ 
م 
الخطأ المئوي» 
مزل 


110090-71 6 


احا - 
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تمارين (5-6) 


في التمارين من (1) إلى (12) أوجد تقريباً لمقدار (4)5 عندما تتغير ا من 





2 إلى 2. 

(0) 11جيعرك- 2-32)#/ . 4-قم 1.02-م 
(60 7+#»ع«ه- 3 -ع)/ . 4- ع. 3.98 -م 
)03 1+<«/ة -(0:)؟ . 7-ق 7.05-م 
04 كر - :)7 : 1- قء: 1.02-م 
)5( -(ع)/ . 1- ج. 0.98 -م 

ِ 7 907 
(0) زوم + مز 2 -(1)2 . م 2 
(7) امه جيز هون -(2 )1 » *45 -ق. *44 - م 
(١‏ : -(2)/ ؛ *45 ةق *46 -م 
1 001 -غ2 050 

)] 9( لاعهة -(7)2 ؛ *3-60ء *62-م 
(10) تاهما -(2)2 » *30 دق *28 -م 
(11) عزوم + 1ل -(2)# ؛ *180- ق.ء *181-م 
(12) ذ- 00 40.1 1 <-م 


في التمارين من (13) إلى (18) أوجد: 

أ- معادلة عامة لكل من ٠/15:‏ ([0 
ب- عندما تتغير 1 من 3 إلى 1/ + 8 احسب [2/1» 09» 19 - ايل 
 )13(‏ 5+ع2/2- دير 2/2 -قء 0.2./2--على 
(014) 4ت حبر 1--ق 0.1-على 
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1 


(15) حتبو. 1ق 0.03--<8ل4 
كرا+1 
(16) »4-9 عدن 2-- ق. 0.02--4 
(17) 2 +272 2زء عند أي يزء ال 
(18) 0 3 - 3.ء 0.3 -/ 
:1 


في التمارين من (19) إلى (24) إذا كان أكبر خطأ في قياس 2د هو علء 
استعمل التفاضلات لإيجاد الخطأ النسبي والخطأ المئوي في حساب 7[ : 

(19) + دير 3 دير 120.01 -ى 

(20 كبرد دعر 1دير. 2001م 


(21 و 4 -عر. 20.02 -:1م 
2 


( 
( 
(02) 5+ ردس 1ديرء 20.01 -عى 
 )03(‏ 2/2 دس 27 دير. 120.3 -عى 
(004) 2 #ر- ترقدس 2 دير 0.1-م 
(25) إذا كان 2) + 603 -2 فأوجد 08 عند 4-8 0.2 -/0. 


(26) إذا كان 403/2 حمر والخطأ المسموح به لا يزيد عن ما نسبته 
8 - في قياس < . أوجد الخطأ النسبي والمئوي الممكن في '3 . 


(27) المساحة السطحية لأسطوانة مغلقة هي 5-1077 والخطأ المئوي 


المسموح به في 58 لا يزيد عن 1090+», أوجد أكبر خطأ نسبي 
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(28) إذا قذف جسيم من سطح الأرض بسرعة ابتدائية 1/0 في اتجاه يصنع 
© درجة مع الأفقي فإن أقصى ارتفاع يصل إليه المقذوف هو / 
وأقصى مدى يصل إليه المقذوف على الأفقي هو 12 حيث 

ب 2 2 
/0 05 51110 2106 0 5111 مما 
دم , لحم 
8 28 
حيث م عجلة الجاذبية الأرضية. فإذا كان 
7 - م , (متر/ثانية) 21/5 100ح نما 
وتغيرت 0 من 30 إلى 30.5. استعمل التفاضلات لإيجاد قيم 


(29) الهرم الأكبر له قاعدة مربعة طول ضلعها 230177. (أنظر شكل (156)) 
ولإيجاد قيم تقريبية لارتفاع وقف رجل عند منتصف أحد أحرف القاعدة 
ونظر لرأس الهرم فوجد أن زاوية الارتفاع في 2-557 
إلى أي مدى من الدقة يجب أن يكون قياس هذه الزاوية لكي يكون 
الخطأ في حسات 8 واقعا بين 1-“مقز إلى .1+نتر ؟ 





شكل (156): تمرين (29) 
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تبني طريقة نيوتن- رافسون, لإيجاد تقريب للجذر "7" لدالة قابلة للاشتقاق 
"* "» لى فكرة أن المماس هو مستقيم قريب من المنحنى بالقرب من نقطة التماس. 
في هذه الطريقة نبدا بتقريب. ود للجدر) .وتعتبر. الحظ المماسن. 7 لبيان 
(4)2 حير عند ((2)3 ,ند) ( أنظر شكل (157). 





شكل (157) 


الخط المماس وبيان 4# يجب أن يقطعا المحور ا بالقرب من بعضهما لأن 
الخط المماس يظل قريب من بيان 7 . ومن ثم يمكننا تقريب جذر 1 بإيجاد 
جذر للخط المماس. لأن معادلة الخط المماس خطية ومن السهل حساب جذرها. 
ونستطيع أن نوجد أول تقريب ل 7 باستعمال مبرهنة القيمة الوسطى التي 
تضمن وجود جذر في أي فترة (2,5) إذا كان إشارتي (3)/ » (1)5 
لنعتبر المماس 7 لبيان م4 عند ((2)37 ,3). إذا كانت 3 قريبة بالقدر 
الكاف من 7» إذن» وكما هو واضح في شكل (157)» تقاطع 7 مع المحور 
“ا أي 5 يجب أن تكون تقريبا جيدا للجذر #. وحيث أن ميل / هو 
)1 ؛ فإن معادلة المماس هي 


3106 





وبأخذ ‏ كتقريب ثان ل #» نستطيع تكرار العملية باستعمال المماس عند 
((7)3 ,5د). وعلى ذلك فالتقريب الثالث هو 


عد ( 5 )" لعاة- ور -» 
0( و)” ., 1 





ونستمر في تكرار العملية حتى نصل للدرجة المطلوبة من التقريب. هذه الطريقة 
في استعمال تقريبات متتابعة من الجذور الحقيقية تسمى طريقة نيوتن- رافسون. 


بقة نبوت»- راذ 
لتكن 7 دالة قابلة للاشتقاق» 7 هو جذر حقيقي لها. 


فإذا كان ,د هو تقريب ل "1ء فإن التقريب التالي ,رد يعطى على النحوء 


0د(" ., اام 


1) 





يراعى أنه ليس من المضمون أن تكون ,را لكل تقريبا أفضل ل 7 عن 
بلا لكل /. فإذا كانت 7 ء التقريب الأول ليست قريبة بالقدر الكاف من 21 
فمن الممكن أن يكون التقريب الثاني 5 أسوأ من د . وشكل (158) يوضح 
مثل هذه الحالة. فمن الواضح عند اختيار ,ا أن لا يكون (,)”4 قريبة 
من صفر. وإلا سيكون المماس / تقريبا أفقي. 


37 


وسوف نتبع القاعدة التالية عند تطبيق طريقة نيوتن- رافسون» 

"إذاكان المظلزب تقزيب: إلى +1 من الأعدكد الشرية» فنا تكرن.طريقة تيوت 
رافسون إلى أن نجد أن تقريباً متتاليان متساويان تماماً في »1 من الأعداد 
العشرية". 





شكل (158) 


مثال (23): 
أوجد أكبر جذر موجب للمعادلة؛ 


0-[سديوةقت ته 


الحل 
نفرض أن 
1 +ع ة- تر د نع)1 
نجد أن 
8 255 كن خود [سى ملوضا لود ايد 
0 ات 6خ ] 3 1- 17- )1 


وبملاحظة تغيير إشارات ()#2 نجد أن للدالة ()4 جذور ثلاثة. الأول 
يقع في الفترة (1-,2 -)» والثاني في الفترة (0,1) والأخير في الفترة (1,2) 
.". يوجد جذران موجبان أكبرهما هو الواقع في الفترة (1,2). 
وبملاحظة أن 1-[4)01 ٠|‏ 3-[1)2 
أقرب للعدد 1. 
نستطيع إذن أن نتخذ 

5- 1ن 





» نستنتج أن الجذر الواقع بين 1» 2 





ولكن 
32-3 - )م 
إذن من معادلة نيوتن- رافسون 
3:7+1- 0 
3- 32 لت > بوه 
اكور ل وح يوقت ره 
32-3 1 


1- :(201.25 
1 -25(5, 30 
2 - ون 


ح 2 


1- (20.7222222 - 
0 
ا #(2دممدد. مأد 
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1 -8 
- 20.5625908(  -1 


1 
|1- 08(2و5625. )|3 
7-م بد 


بالمئل 
8- آ 
8م 2 
إذن 
1-1 
مثال (24): 


أوجد تقريبا للجذر الحقيقي للمعادلة 


0 -ع وم1-3+ 


الحصل 
نفرض أن 
اوم 2+1-3 - (1)2 
2003 2/6 0 1 
762+-م+م | 1.074- 9 (1)2 














7-0 1 
.. يوجد جدرين ا 00 
نعتبر» 
2 2/3 - با 
ع مزو3 +1-(1)2 


35230 

















با 1-36005+ و 
: و - 1سبورة 
با ا 1+3 
وكا 605 1+3 - ية ون 515 ونا 3 + ول _ 
با مأو 3 +1 
1-(ن: 5م» + بن زو )3 0 


1 + 7ن 351 


1 51 1 + 05 3 -1 
3 3 3 


0 ح- ول 
1 +-351 
3 


تضم 
2 6 


7 +1 
2 


5 - ور 
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تمارين (6-6) 


1) أوجد باستعمال طريقة نيوتن- رافسون قيم الجذور مقربة لأقرب 4 علامات 


لي 295 لد 7ل 


2 قرب إلى أربع أماكن عشرية جذر المعادلة الواقع في الفترة المعطاة. 
أ) [1,2] ب 24+1-0برك 3بر2 + كير 
ب) [2,3] , 2-5-0 + تبرة- كير 
ج) [1-,2-] , 9-3-0 تير + ثير 
د) [0,1] , 6056 - 56م 0+ 00زو 


3 أوجد أكبر جذر للمعادلة 0 -()7 » 
أ 24 -يرج4 - 112 ثكم د زر)1 


ب) 36-84 تر - )1 


4) أوجد لرقمين عشريين 


أ) جذر المعادلة 0 -3-ه5+ تير 

ب) أكبر جذر للمعادلة ‏ 10:/2+112-2-0-©26 
ج) الجذر الموجب للمعادلة 0 7-22-3005 
5 7 

د) جذر المعادلة ا 0 


332 





في التمارين من (5) إلى (18) أوجد القيم التقريبية لجميع الجذور الحقيقية للمعادلة 
مقربة لرقمين عشريين. 


5 


كن قكل- من كا 


( 
( 
( 
( 
( 


0 - شير 
-13-ير شير 
202-10 

224-00 تير 

0 -2-84-3ب2 + ثير 
3-1-0 ثير 

0 - 20-5-5160 
0 -2ومع- غير 
3+/. - تير 

0 -7- شير + ثير 

0 - 26-9 ووه + مر 
0 -511223-62+6 


_ اند 


[ سبع دير ديع 11و 
4 


0 -0.12+2+0.9+ت2 
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تمارين عامة 


1) أوجد من التعريف مباشرة المشتقة ()/ 


: 1 
ا( 5 120 
2 أوجد المشتقة الأولى 
)1 د 0 10 

7 عباتت 
[1- تمدن 


ه) )2 +عر3) 5- 


0 


(داع 
ز)”(2+ة) 5 1 
- م6 - )1 


ط( و2 2 





3 أوجد النهاية إن وجدت: 
- 1111 
00 0ج0 


2 
) 
2+32-2 22026005 
ج) 1110 
51 مجع 


4) أوجد المشتقة الأولى 


أ +2ومه + 1ك - لع)ن 


12-١2-52 ب)‎ 


ب) 4+3 ات 10 


د وام 2 )1 


8 1 درم 
0 


1 ل 2 








ى 71-9 2 : 
21 صنو غير “مزو ‏ . 
ب 1110 
31 مجع 
0 6 
د( لتتت ين 
060 -01ج60 


ب [تدها 91 1102 
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ج) 0 مها +ع عهو) - (1)2 د( 1 01 مير 120 


512 1ط 
/ و( . 3 مو + تير وم | زعام 


ص 
الله 
جم 


1 205 +1 
1+)عو 

, تتح (ع)1 

) ©0621+1 2 


ط( 4 ثهما - (1):0 ى دل ستول - د)ير 


ح) عاكمذدد5 صمارركءهة -(1)2 


5) بفرض أن المعادلة تعين دالة قابلة لاشتقاق #2 بحيث ()4 ير أوجدء "ل 

50 
جود 

1+نزل,ء 





أ) 7-0 فرو جرم 2+ 58 2 ب) 
ج) )20 + )911 حِ ري 


6) أوجد معادلة المماس والعمودي لبيان 4 عند 2. 


4 
(4,6)م 0 


7 أوجد نقط المنحنى 21 3-005 -/[ التي عندها المماس عمودي على 
المستقيم 25 -/43 +22 (الإحداثيات 2 فقط). 


-غ2 حرو 


5( أو حك 1 5 4 0 ع 5 
لمك + ترك دير ب) 8- فر -يور4 + غير 


9 إذا كانت 32-7 حمر فأوجد ترك » :4 » 3 - نرل 


0) قيس ضلع مثلث متساوي الأضلاع فوجد 4 سم بخطأ أقصاه 72ع20.03. 
استخدم التفاضلات لإيجاد أقصى خطأ في حساب المساحة وأوجد قيمة 
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1)ذا كانت 1 جع - تير + 2 - (هر)م . ع2 + ترب + تر - زواع 
استعمل التفاضلات لاستنتاج تقريب للتغير في ((7)3 )© المناظر لتغير 
عا من 1- إلى 1.01- . 


2) إذا كان #4» م تحقق أن 1--(7)2 ٠‏ 4 -(02) . 3--(9)2: 
2 -(7")0 . 2-(2)ج . 1-(2)”"©. أوجد قيمة كل من ما 
يأتئ عند 1-2 


4 1 


عفدم م "(وقدم مء (هن)ء "(ؤ)ء (ع/2 ٠»)‏ '(ع/ ). 


13) أذكر ما إذا كان بيان 72 له مماس رأسي أم حافةٍ مدببة 
أ) 4- و(1جع)3 -(1)2 ب) 1- 2)2-8(5 -(1)2 


14) قانون ستيفان وبولتزمان للطاقة الحرارية المشعة من وحدة مساحات 
سطح أسود درجة حرارته 17 هو 2-014 حيث 7 معدل الإشعاع 
من وحدة المساحات ٠‏ 2 مقدار ثابت. إذا كان الخطأ في قياس 1 هو 
0 فما هو الخطأ المئوي في قياس 2[ . 


15) مخروط دائري قائم ارتفاعه 8 قدم ونصف قطر قاعدته 7 يتزايد. 
أوجد معدل تغير مساحة سطحه © بالنسبة إلى 7 عندما (قدم 6 -/). 


6 كوه جاتن وله 110 اموق بومتاع "طن اده حزق الجن سيدا ناا ري 
النناقين فاعدفه المقلى. 3 متو والفليا 5 مقر وا فاهه مر 
فإذا كان الماء يرتفع بمعدل .ل مثتر/دقيقة عندما كان عمق الماء 1 متر. 
أوجد معدل دخول الماء إلى الحوض. 


17) استعمل طريقة نيوتن وو افصو يماد جذر المعادلة 0 -20051 -3 511 
لأقرب ثلاثة أرقام عشرية. علما بأن الجذر المطلوب يقع بين ٠7‏ 372/2. 
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8) أوجد النهاية إن وجدت 





) لل وزو ت) زد تمدل.-عما - 


1 +2له دجير 2-جيعر 
2 4 
ع ش 1- : 
ج) ا كاد 0 لا د( ليوز 
3-يير 4 2ير4 3/2 جير 2 2ن 2ير 2جير 
1 ' 3 
ه) ل نونز[ و( 1- 8 


د له *(0جير 








4 _ 4 
ز) 3 (معق ا ون ح( ل 5 
0 0ن 7 شط تير 








111 
2-1 1/2اجير 


طلا 
3- جير 
بن (2-5(6+7) ل ا 8 
(2-11()4+9) عمجي (2 +3) مجير 
: 1 
كَ ]1 ل 1 1 
ط| 4-9 +(2/3)جع ط| زع أ 
(1)5 ستاء )1 مستلء (:)1 حصنا 
وج 5أوجير وجعر 
2 >, 31 
) 2-2 , -(1)2 
2 ةو 
1 
3- 
ب) 3--2 , م مر 
3- <2, ل 
1 >5, 2 
ج) 2-1 , 2-1:, 72-3 
5<1, 4-2 





0) باستعمال التعريف ع ٠»‏ 6 أثبت أن 9 -(21 -غ:5) 0طذآ 


6جير 


21) أوجد الأعداد التي عندها 1 غير مستمرة. 





1 6 م 6-2 + شر 
1- دبا -رخ)1 : لتحت - رعر)ر 
6 غير ١‏ 21 ير ١‏ 
02) أوجد الأعداد التي عندها 4 مستمرة. 
أ- 1جيول.- كيرد حنع)1 ساد ع 120 


3 أثبت أن +4 مستمرة عند 3: 
8-ج , و9ج+هيكقل. )1 


0 2 
ا 1032 ٠٠ت‏ :)1 
( ل ا ١ ١‏ [ سير دعر ١‏ 





5) أوجد القيم القصوى للدالة م في الفترة المعطاة 
[6يل] : 8 حيرم ##- د نع)1 


6) أوجد الأعداد الحرجة للدالة 4 » 
)1 -:3)+ )2 +ع)- )1 


7) استخدم اختبار المشتقة الأولى لإيجاد القيم القصوى المحلية للدالة 7 . ثم 
أوجد الفترات التي عليها 42 متزايدة أو متناقصة ووضح بيان 1 . 
) 12+ ثرو+ 4 دنهم ب) تثلير زع-4) د ندع 
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8) استعمال اختبار المشتقة الثانية ما أمكن لإيجاد القيم القصوى المحلية 
للدالة # . أوجد الفترات التي يكون فيها بيان 4 مقعر لأعلى أو مقعر 
لأسفل وأوجد الإحدائي 2 لنقط الانقلاب . ثم خطط بيان 7 . 
و1 - )1 0006 


1+ غير 





9) إذا كانت ع2 وم -2 25315 -()2 + أوجد القيم القصوى المحلية 
وخطط بيان 7# للفترة 27 >2 > 0. 


0) خطط بيان الدالة المستمرة #2 التي تحقق الشروط الآتية : 
:0 -(7)2 -(2-)2 ,2 -(1)0 
0 -(7)2 -(7)0 -(2-)1 

(0 >ع > 2-):0 < )1 

: [0< أو 2->ير :0 >( )1 

:|2 > >1 أو 1->جا:0 < )"1 

[2<» <ا أو 1>ع >1-ا:0 > (1”)2 


2 


1) القيم القصوى وبيان 1 : 





1 1 22-8 تير 
| -(ع )1 ن) خ0سببتب سح إير )1 
تادصم اب شلك درم 
3-3 
احج ).اميت زير )1 
00 8 


2) إذا كانت 1+جر + تير + تير -()م . أوجد عدد © يحقق مبرهنة 
القيمة المتوسطة على الفترة [0,4] . 


3) منشور مسدس منتظم نصف قطره وحرف قاعدته 12 ملحوم من أعلى مع 
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ثلاثة أوجه معينة الشكل متقابلة في رأس مشتركة كما في شكل (159) 
وقاعدة المنشور مفتوحة ويسع حجم قدره 7 بحيث تعطى مساحثه 
السطحية بالعلاقة : 
23113 3 7 3ك 
ع اتويوت اليو 


اثبت أن 5, تصل نهاية صغرى عندما ”54.7 ح © . 


8عنى0 


شكل (159): تمرين (33) 


حدم هما 


4) يرغب رجل لعمل سور حول حقل مستطيل إلى ثلاثة بقاعها مستطيلة بعمل 
سورين موازيين لأحد الجوانب . فإذا كان قد حصل على 1000 مثتر سور 
فما هي الأبعاد اللازمة للحصول على أكبر مساحة . 

5) حديقة مستطيلة ومتصلة بعرضيها نصفى دائرتين ومحيطها 880 مترا 
ما هي الأبعاد التي تجعل مساحة المستطيل أكبر ما يمكن . 
والثاني يصنع منه مربع . أوجد طول كل من الجزئين بشرط أن يكون 
مجموع مساحتي الدائرة والمربع أ) نهاية عظمى ب) نهاية صغرى. 
بالعلاقة [1+ 36+1[/42+ 2) - (2)4: أوجد السرعة والعجلة عند 
أيْ لحظة + واشرح حركة النقطة في الفترة [2,2 -] . 
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أجوبة التمارين العامة 





2 عاك - 3 5 
1( ) م ب 2 («2)2-5- 
17 |[ 22- اده ب 20070 
ا 32 ""[دممه- ترجا 





141- 8 زتعماه _ 
[1- تدا [2م-م) 


( 12 38 [دجءجة- قر ) [1- 102422 
”'(2 +ءعر5)3 '(ترو-) 
8 [3+ 20 + د23 +3) 1+ كرأ3 
5 [وة ج139 2د1(3)108-عرو) 
5 جك بد كَ الى 
3 كير “(9و-ن5()7 + ب 2)ل.2 
2 3 
6 ) 0 ب) 2 جع َ 
) أ) ( 1 جه) ا د( 
4 ! 511121 5 35 3 8 2 12 
اك لين كلا 
ذا "(ا هما +ئز عءو )ل عهو 5 


د مذو + عر / دمء |1 مزه -عر/ ومه) 
3 م 
(اعوه + )مه -1)1 عو 


ط( برك 51562 ةا 10 
2 
(1+غغمه) 
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4 هوا /4ا مم ع1 ]د 6005 


يي كَ( 
ا عد طذوع ع4 
6) ) 2ر15 تور4 8 1 
برتر4- تره12 3020 [2 مرا ة)دل. 


8 -(23 +ع )وم 
(0و 2 جعزأوم» 2 -ني2 





10 4 
06--2-2ي ساد 3 ب 
( كار 0 
7 اك 111 - 
12 12 
000 1 2 
08 تنس حتخصيميو 30 ب ونيو ] 
الي 
5 
40 موده ر) 217+ 
ب) سلس د لي - 7 , كو 
(2 -مر) (2-مر) ما 
:6001 , 
27 -مر) 
9 “)3 +عد 6:1 ٠»‏ 62 .2 “)3 - 
0) كت 0.104+ - 0.06/3 + ٠‏ 1.590 ع 
11) 0.57 
و ا م ع ل ا 
3 850 
3) أ) مماس رأسي عند (4-,1-) ب) حافة مدببة عند (1-,8) 
4 2.49 
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5) لتتصط/ 27 1 


16( 3 1 
77) 4.493 
8) ) 13 ب) 14/-4- 
ه) 00 و 3 
3 
ار ي) 0 


9( ) 6» 4 » غير موجودة 





ب( 0 ٠‏ 1- » غير موجودة 


ج) 1 » 3 غير موجودة 
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21) ) 4+ ب) 0,2 

22) 0 ي_ ب) [2,3)ل)(2,2-)ل)(3,2-] 
4) )) 0.874,1.941- ب) 1.618,0.618- 

5) عظمى :  203(-1‏ .عصغرى: 8--(1)6 





ب) عظمى: 3 -(1)1 » متزايدة على [50,1 -)» متناقصة على (1,060] 
١‏ 
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8) أ)بما أن 0-(2")0م4 ٠‏ (2”)2 غير معرفة 
استعمل اختبار المشتقة الأولى 
لتريك أنه لا يوجد قيم قصوى » 
مقعر لأعلى على (0,0-) 

و (2,60) » مقعر لأسفل 
على (0,2) » الإحداثيات 
ا لنقط الانقلاب هي 0 و 2. 





ب) بما أن 0 > 2-(1")0 
٠‏ عظمى ج-1 -(1)0 
التقعر لأعلى على قلمطسه-) 


وعلى مقط 7 
ع د كط 


1 
- الإحداثيات © لنقط الانقلاب هي 13[ + 
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عظمى : 0.08 ب[ 7ل. + 


13 


صغرى : 0.37 بح 


13 -7( 








002 227 
4) 125 متر 250 متر 
4 : 220 
5 نصف قطر نصف الدائرة 7-77 وطول المستطيل 220111 . 
4 
6) أ) استعمل كل السلك للدائرة 


5 
كدت و5 قي للذائرة والباقي للمربغ: 
4+7 


37 5" تس كك دور ؛ الحركة لليسار على 
[2 + 2 + 


(1-,2 -] إلى اليمين على (1,1-) وإلى اليسار في [1,2). 





ب) استعمل طول 
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